1.Промежутки, окресности.Верхняя и нижняя грань числового множества.Точные грани и их свойства.
  Интервалы и отрезки - это конечные числовые промежутки. Промежутки бывают следующих типов:

Интервал : строгое неравенство(a<X<b); Отрезок [a;b];  Открытый справа([a;b)) и слева.

: ε –окрестностью числа а называется множество чисел х  удовлетворяющие неравенству
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Числовое множество называется ограниченным сверху если  все числа данного числового множества меньше некоторого числа В

Точная верхняя грань-найменьшая из всех верхних граней(sup{X}). inf{X}-точная нижняя грань
Свойства точных граней: Теорема:
M=Sup{X} необходимо и достаточно выполнение : 1)x>M=>x не принадлежит X. 2)Для любого С < M есть хотя бы 1 х из Х => C<x<=M
Док-во

1Необходимость.Дано M=Sup{X} Доказать 1,2.Док-во

1.т.к.M-sup{X}=> 1 из верхних граней, то по определению для х из Х=> х<=М, а значит он не может быть >M =>x не из Х
2.Берем С<M.Пусть нету  х, удовлетвор.2му свойству=> для всякого х<=с, а это значит, что С есть М и при этом С<М, а значит М не есть sup{X}, что противоречит условию=>x>c

2.Достаточность.Дано:1,2.Доказать: что М=sup{X}.Док-во.

1.Из 1пункта следует, что М есть верхняя грань{X},(x>M=>х не их Х=> любое х из Х меньше М)

2.Из пункта 2 есть х>с=> с ни есть верхняя грань=> М наименьшая из всех верхних граней.
В2.Абсолютная величина и ее свойства.

Модуль числа x - это найбольшее из {+x и -x}. Так же модулем числа x называется само число x, если x>=0 и –x при x<0

Свойства

1)|x|>=0  из определения(|x|=max{x, -x})

2)-|x|<=x<=|x|

 
a)x=0 -0=0=0


б)x<0 
x=-|x|

|x|=-x    -|x|=x<|x|



в)x>0

-|x|<x=|x|

3)если a>=0, |x|<=a( -a<=x<=a


x>0 , |x|=x
x(>=0)<=a
-a(<=0)<=x(>=0) => -a<=x<=a


x<0 , |x|=-x
a(<0)>-x(>0)  x<=a
a>=x>=-a

4) |x+y|<=|x|+|y|


-|x|<=x<=|x|

|x|=max{x,-x}
-|y|<= y<=|y|
|x|=max{x,-x}


-(|x|+|y|)(это -а)<=x+y<=(|x|+|y|)(это а) –max{x,-x}=-|x| 

x>=-max{x,-x}
|x-y|<=|x|+|y|

5.|x-y|>=||x|-|y||

|x|=|x-y+y|<=|x-y|+|y|
|x-y|>=|x|-|y|

|y|=|y-x+x|<=|y-x|+|x|=|x-y|+|y|

|x-y|>=|y|-|x|

|x-y|>=|y|-|x|

|x-y|>=max{|x|-|y|,|y|-|x|}

6. |x*y|=|x||y|

3.Определение функции, способы ее задания.Функции четные и нечетные
Функция - это зависимость одной величины от другой.

Если существует взаимооднозначное соответствие между переменной х одного множества и переменной у другого множества, то она называется функциональной зависимостью. y=f(x).

Определение способа задания:

-аналитически (y=kx+b)

-графический (график)

-таблично 

	x
	1
	2
	3

	y
	4
	5
	8


-алгоритмически (с помощью ЭВМ)

Классификация функций:

Чётная функция, функция, удовлетворяющая равенству f(-х)=f(x) при всех х.

Нечётная функция, функция, удовлетворяющая равенству f (-x) = -f (x).

Монотонная функция функция, которая при возрастании аргумента либо всегда возрастает (или хотя бы не убывает), либо всегда убывает (не возрастает).

Определение f(x) монотонности: Пусть Х принадлежит области определение  D ( ]x(D)

Пусть Х подмножество в области определения в f(x).

Функция у=f(x) называется:

1) Возрастающая на Х, если для любого х1;х2 принадлежащие Х: х1<x2(f(x1)<f(x2)

[image: image1.png]058765 212345678310




2) Убывающий на Х, если для любого х1;х2 принадлежащие Х: х1<x2(f(x1)>f(x2)

[image: image2.png]098765432 23466768910




    3) Не убывающий на Х, если  для любого х1;х2 принадлежащие Х: х1<x2(f(x1)(f(x2)

[image: image3.png]098766 A3 28 12345678310




4 Не возрастающая на Х, если для любого х1;х2 принадлежащие Х: х1<x2(f(x1)(f(x2)

[image: image4.png]0987654328 12386678310




Определение:

Ограниченность. Пусть Х включает D y=f(x) называется:

1) Ограниченной сверху на Х если существует В, так что для любого х принадлежащего Х выполняется x(R
2) Ограниченной снизу на Х если существует А, так что для любого х принадлежащего Х выполняется А(х
3) Ограниченной и сверху и снизу на Х если существует А,В, так что для любого х принадлежащего Х выполняется А(х(В, или существует С, так что для любого х принадлежащего Х выполняется (х((С
Обратная функция, функция, обращающая зависимость, выражаемую данной функцией. Так, если у = f(x) — данная функция, то переменная х, рассматриваемая как функция переменной у: х = ((у), является обратной по отношению к данной функции у = f(x). Например, х = есть О. ф. по отношению к у = х3.
Определение (обратной функции):

Пусть существует D,E,C,R
На D: y=f(x) с областью значений Е. Если для каждого у из y=f(x) найдётся единственный х, то говорят, что на множестве Е задана функция обратная к функции f(x), с областью значений D. Иными словами две функции y=f(x) и  x=g(y) являются взаимно обратными если выполняется тождества:
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   y=f(g(y)), ( y(E                       y=f(g(y)), для любого у(Е 

                                     (
   x=g(f(x)), ( x(D                      x=g(f(x)), для любого х(D
Примеры:

1)y=x3 ( x=3(y                                                                             

  D=R
  E=R
Элементарные: - функции, которые получаются из основных элементарных ф-ций с помощью алгебраических действий (+,-,*,/,введение в степень). Основные элементарные ф-ции: 

1. y=xn - степенная

2. y=ax - показательная

3. y=logax - логарифмическая

4. y=sinx, y=cosx - тригонометрические.

5.y=c где c -постоянная 

Сложные:

Y=f(U), где U=((x), Y=f[((x)]

Если ф-ция у зависит от промежуточного аргумента U, который зависит от независимой переменной х, то y=f[((x)] называется сложным заданием х.
Пусть задано D,E,G,C,R
На D: y=f(x) с областью значения E
На E: z=g(y) с областью значения G
Тогда на множестве D определена сложная функция z=g(f(x)) с областью значения G. Тогда говорят, что g(f(x)) есть суперпозиция функций g,f.

Пример:                     Пример

z=sin ex                                 w=arctgcos exx-ln x
y=ex=f(x)

z=sin y=g(y)

D=R
E=R+
G=[-1;1]

4.Предел функции и его единственность. Бесконечно малые и их свойства. Связь предела с бесконечно малыми.

Число А называется пределом ф-ции f(x) при х(x0, если для каждого, как угодно малого на период заданного числа (. -(>0, найдется такое как угодно малое на период заданного (>0, что будут выполняться неравенства: Если 0<|x-x0|<(, то |f(x)-A|<( и х!=х0
Основные св-ва:
1.Если величина имеет предел, то только 1.

Док-во 

{xn} имеет два разл. Предела a и b, а¹ b. Тогда согласно определению пределов любая из окрестностей т. а содержит все эл-ты посл-ти xn за исключением конечного числа и аналогичным св-вом обладает любая окрестность в точке b. Возьмем два радиуса e = (b-a)/2, т.к. эти окрестности не пересекаются, то одновременно они не могут содержать все эл-ты начиная с некоторого номера. Получим противоречие теор. док-на.

2. limC=C, где С- постоянная величина

Св-ва б.м.в.:
 Если (-б.м.в., то lim(=0

Это по определению(d(x) –называется БМВ в точке х0, если lin d(x)=0 при x->x0)

1. Если [image: image5.png](c,d)



и [image: image6.png]


- бесконечно малые при [image: image7.png]


, то сумма [image: image8.png]alx)+ aylx)



- тоже бесконечно малая при [image: image9.png]


; 

2. Если [image: image10.png]


- бесконечно малая и [image: image11.png]


- ограниченная при [image: image12.png]


, то произведение [image: image13.png]


есть бесконечно малая при [image: image14.png]


. 

3. Если [image: image15.png]


и [image: image16.png]


- бесконечно малые при [image: image17.png]


, то произведение [image: image18.png]


- тоже бесконечно малая при [image: image19.png]


; 

Доказательство
1. В качестве [image: image20.png]


выберем такое число [image: image21.png]


, что 

[image: image22.png]3420 vx 0<k-al< 4 |alx)|<




[image: image23.png]3450 vx 0<k-al< 4 |aylx)|<




Обозначив [image: image24.png]#=min(4, 4)



, получаем:

[image: image25.png]0<lx-al< &

- s
0<|x-al< i{oqxww 3





 INCLUDEPICTURE "http://stud.chem.msu.su/studing/lection/math1/Bilet4/Image525.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image26.png]


.

По свойству модулей: [image: image27.png]ke +dl <lel+ K|



, обозначив [image: image28.png]


получаем: [image: image29.png]Jagtx) + a5 (x)] < [agt)] |




. Таким образом, [image: image30.png]Va0 3850 vr 0<lr-al< & |ay(x)+ gl < 2



, т.е. [image: image31.png]alx)+ aylx)



- бесконечно малая. 

2. [image: image32.png]


- ограничена при [image: image33.png]


, т.е. [image: image34.png]3, (e} 3 el la) |rlx)<e



. 

Тогда в качестве [image: image35.png]


можно выбрать число [image: image36.png]


. Тогда [image: image37.png]34 vx 0<lx-al< ¢ \a(x)\<f



.

Обозначив за [image: image38.png]#=min(4, 4)



получаем: [image: image39.png]0<lr-al< 4

- s
0<|x-al< i{oqraw K





 INCLUDEPICTURE "http://stud.chem.msu.su/studing/lection/math1/Bilet4/Image538.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image40.png]= lalx)] < = | gx)] < o = |afx) )] < <




. Значит, [image: image41.png]V>0 30 Vr 0<|x-al< F |alx) o)< s



, т.е. [image: image42.png]


- бесконечно малая при [image: image43.png]


.

3. Докажем лемму. Если [image: image44.png]


- бесконечно малая при [image: image45.png]


, то она ограничена при [image: image46.png]


. (наоборот - неверно!).Доказательство: возьмем [image: image47.png]


и получим, что [image: image48.png]35 >0 ¥x 0<lx-a| <&





 INCLUDEPICTURE "http://stud.chem.msu.su/studing/lection/math1/Bilet4/Image544.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image49.png]|afx) <1



. Таким образом, при [image: image50.png]




 INCLUDEPICTURE "http://stud.chem.msu.su/studing/lection/math1/Bilet4/Image545.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image51.png]a(x), (x)



- бесконечно малые. По доказанной лемме [image: image52.png]


- ограничена. Следовательно, по свойству 2 данной теоремы [image: image53.png]a(x) a(x)



- бесконечно малая.

 Cвязь предела и БМВ
Теорема  Для того, чтобы f(x) имела конечный предел в х0. Необходимо и достаточно, чтобы она была представима: f(x)= a+A(x), где  A(х)- БМВ в х0  a=Lim f(x) при x->x0
Док-во: 1.Необходимость.есть хотябы 1 a=Lim f(x) x->0 Доказать: f(x)=a+A(x)Док-во.

Обозначим A(X)=f(x)-a и любое E>0  есть хотябы 1 D>0 тогда, любое х: 0<|x-x0|<D => |f(x)-a|=A(x)<E  чтд

2.Достаточность.Есть f(x)=a+A(x) Доказать a=LimF(x) при х->x0 Док-во

| любое E>0  есть хотябы 1 D>0 тогда, любое х: 0<|x-x0|<D => |f(x)-a|=|A(x)|<E  чтд

В5.Неограниченные величины. Бесконечно большие и их связь с БМВ.

Неограниченной величиной(НВ)-g(x) неограниченна в  х0, если  любое М>0 и любое D>0 есть хотябы 1 х: 0<|x-x0|<D =>|g(x)|>M
График- правая ветвь параболы.

g(x) - ,бесконечно большая в х0, если Lim(g(x))=беск x->x0 
Всякая ББВ величина неограничена

Св-ва:

-величина обратная б.б.в. явл. б.м.в. (1/(=0; 1/0=()

Док-во Пусть f(x) ББВ,то  , если  любое E>0 и любое D>0 есть хотябы 1 х: 0<|x-x0|<E => f(x) >1/E=>|1/f(x)|<E
-сумма б.б.в. (с одинаковым знаком) есть б.б.в.

-произведение 2х б.м.величин=б.м.в.

-частное от деления 2х б.б.в = неопределенность
В6.Предел последовательности.Ограниченность последовательности, имеющей предел. Предел монотонной функции.

Последовательность- функция целочисленного аргумента.
 Предел последовательности:

y=f(Un), где U1,U2,...Un, а Un=n/(n2+1)

[image: image558.png][




Предел: число а называется пределом переменной xn, если для каждого “+” как угодно малого числа ((эпсилон) существует такой номер N, что при n>N разность |xn-a|<(
limxn=a

n(( 
-(<Xn-a<(      a-(<Xn<a+(
Если последовательность монотонно возрастает и ограниченна сверху, то она имеет предел.

Последовательность монотонно возрастает, если последующий член>предыдущего (xn+1>xn)

Последовательность ограничена сверху, если существует такое М, что xn<=M.

Ограниченность последовательности, имеющей конечный предел.
Lim an=a n->беск  возмем m и M любое n => m<=an<=M    любое E>0  есть хоть 1 N   любое n>N=> |an-a|<E=>-E<an-a<E=>a-E<an<a+E    m1-min из послед an M-max из послед an m=min{m1,a-E}   M=max{M1,a+E}

m<an<M  чтд
Функция [image: image54.png]


 монотонно возрастающей, если из [image: image55.png]nex = f(n)2f(n)



 -строго монотонно возрастающей, если из [image: image56.png]x5 = f(n)> fx)



 - монотонно убывающей, если из [image: image57.png]nex = f(n)Ef(x)



 -строго монотонно убывающей, если из [image: image58.png]x5 = f(n)<f(x)



. Докажем одну из возможных здесь теорем. Теорема. Если [image: image59.png]


монотонно возрастает и ограниченна сверху при [image: image60.png]x<a



, то существует конечный предел слева[image: image61.png]tim 7(x)



. Доказательство. Рассмотрим множество [image: image62.png]


значений функции [image: image63.png]


при[image: image64.png]x<a



. По условию теоремы, это множество ограниченно сверху, т.е. [image: image65.png]AM ¥ x<a f(x




.
 По теореме о существовании супремума(1. Если последовательность монотонно возрастает и ограниченна сверху, то она сходится к конечному пределу;2. Если последовательность [image: image67.png]


монотонно возрастает, но неограниченна сверху, то [image: image68.png]lim x, =+



.) 
отсюда следует, что существует конечный [image: image69.png]sup(7(x)} =d



. Покажем, что [image: image70.png]3 lim 7 (x)



. По свойствам супремума 1.[image: image71.png]¥ x<a f(x)€b



  2. [image: image72.png]¥ s20 3x'<a f(x)2b-z



Обозначим [image: image73.png]


. Возьмем любое x, для которого [image: image74.png]x<a



, но [image: image75.png][x-a <&



. Как видно из рисунка, из этого следует, что [image: image76.png]x>x



. Но тогда, в силу монотонности [image: image77.png]


 а) [image: image78.png]Flx)z7(x)=b-=



 б) [image: image79.png]


 Поэтому имеем [image: image80.png]boz<f(x )27 (x)Sb b+ s



Выбрасывая лишнее получим, что [image: image81.png]¥x|x-a|<d x<a b-s<f(x)<brs



или, что то же самое, [image: image82.png]|F(x)-2|<=



. По определению предела функции это означает, что [image: image83.png]dim 7(x)=b



.
В7.Предельный переход в равенствах в неравенства. Теорема о “двух милиционерах.”

[image: image84.wmf](
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Теорема.Пусть во всех точках некого мн-ва f(x)<=g(x) и при этом есть конечные пределы, тогда a<b….f(x)<=g(x) Lim f(x)=a Lim g(x)=b при  x->x0 получаем a<=b.
Док-во.Пусть a>b  и E=(a-b)/4  есть хоть1 D1 и любой х: |x-x0|-D1=>|f(x)-a|<E=(a-b)/4=>     -(a-b)/4< f(x)-a<(a-b)/4     (3a+b)/4<f(x)<(5a-b)/4

 есть хоть1 D2 и любой х: 0<|x-x0|<D1=>|g(x)-b|<E=(a-b)/4
Теорема о “двух милиционерах”: Пусть нам заданы 3  функции на определенном промежутке, связанные следующим образом  f(x)<=g(x)<=h(x) и еще выполняется Lim f(x)=a Lim h(x)=a при x->x0 ,то получаем, что    Lim g(x)=a при x->x0.
Док-во:  берем E1 и D1 для h   хоть одно E>0 любое D>0  любое х: 0<|x-x0|<D => |f(x)-a|<D и |h(x)-a| <D  => -D<f(x)-a<D 
-D<h(x)-a<D
a-D<f(x)<D+a
a-D<h(x)<D+a
a-D<f(x)<=g(x)<=h(x)<a+D
a-D<g(x)<a+D =>|g(x)-a|<E
В8.Первый замечательный предел.

Терема lim (sin(x)/x)=1

                     x(0


Доказательство:

S∆OMN=1/2 sin(x)

SсекOMN=1/2(x)

S∆OKN=1/2 tg(x)

S∆OMN<SсекOMN< S∆OKN

1/2sin(x)<1/2(x)<tg(x)

sin(x)<x<tg(x)

1<x/sin(x)<1/cos(x)

 lim (1-cos(1/n))=0

n(+(


 lim (1-cos(x))=0 (  lim (cos(x))=1

 x(0
                                 x(0


 lim (x/sin(x))=0

 x(0


x>0  lim (x/sin(x))=1

 
x(0

 lim(1/(x/sin(x)))= lim(sin(x)/x)=1 что и требовалось доказать  

 x(0
                          x(0


В8.Первый замечательный передел

Первым замечательным пределом называется предел 

[image: image85.png]20z




    

        Теорема 2.14   Первый замечательный предел равен [image: image86.png]



[image: image87.png]sinz

-0




        Доказательство.     Рассмотрим два односторонних предела [image: image88.png]sinz

a0t T



и [image: image89.png]sinz

20— T



и докажем, что каждый из них равен 1. Тогда по теореме 2.1 двусторонний предел [image: image90.png]20z



также будет равняться 1. 

Итак, пусть [image: image91.png]z€(0:3)



(этот интервал -- одно из окончаний базы [image: image92.png]z— 0+



). В тригонометрическом круге (радиуса [image: image93.png]


) с центром [image: image94.png]


построим центральный угол, равный [image: image95.png]


, и проведём вертикальную касательную в точке [image: image96.png]


пересечения горизонтальной оси с окружностью ([image: image97.png]lov]=1



). Обозначим точку пересечения луча с углом наклона [image: image98.png]


с окружностью буквой [image: image99.png]


, а с вертикальной касательной -- буквой [image: image100.png]


; через [image: image101.png]


обозначим проекцию точки [image: image102.png]


на горизонтальную ось. 

[image: image103.png]L




Рис.2.27.Тригонометрический круг 

Пусть [image: image104.png]Saouv



 -- площадь треугольника [image: image105.png]


, [image: image106.png]Seex 0LV



 -- площадь кругового сектора [image: image107.png]


, а [image: image108.png]Saovw



 -- площадь треугольника [image: image109.png]


. Тогда очевидно следующее неравенство: 

[image: image110.png]Saouv < Seacovv < Saovw-




Заметим, что горизонтальная координата точки [image: image111.png]


равна [image: image112.png]|OT| =cosz



, а вертикальная -- [image: image113.png]«in T



(это высота треугольника [image: image114.png]


), так что [image: image115.png]sinz

Saovv = ;|OU[h =



. Площадь центрального сектора круга радиуса [image: image116.png]


с центральным углом [image: image117.png]


равна [image: image118.png]


, так что [image: image119.png]SeacoUv




. Из треугольника [image: image120.png]


находим, что [image: image121.png]|WU| =tgz



. Поэтому [image: image122.png]tgz
Saovw = 3|OU|WU| ===



Неравенство, связывающее площади трёх фигур, можно теперь записать в виде 

[image: image123.png]



Все три части этого неравенства положительны, поэтому его можно записать так: 

[image: image124.png]sinz

1
z

1 _cosz
tgz sinz’





или (умножив на [image: image125.png]


) так: 

[image: image126.png]cosz <

sinz

<1




Предел постоянной 1 в правой части неравенства, очевидно, равен 1. Если мы покажем, что при [image: image127.png]z— 0+



предел [image: image128.png]COS T



в левой части неравенства тоже равен 1, то по теореме "о двух милиционерах" предел средней части [image: image129.png]sinz




также будет равен 1. 

Итак, осталось доказать, что [image: image130.png]cos 7 T2 9



. Сперва заметим, что [image: image131.png]O<sinz=h<|UV|[<z



, так как [image: image132.png]


равняется длине дуги окружности [image: image133.png]


, которая, очевидно, длиннее хорды [image: image134.png]lov]



. Применяя теорему "о двух милиционерах" к неравенству 

[image: image135.png]0<sinz<z




при [image: image136.png]z— 0+



, получаем, что 

	[image: image137.png]sinz =% 0.




	(2.3)


Простая замена переменной [image: image138.png]N



показывает, что и [image: image139.png]sinz 2%, g



. Теперь заметим, что [image: image140.png]cosz =1-2sin’}



. Применяя теоремы о линейности предела и о пределе произведения, получаем: 

	[image: image141.png]lim cosz = lim (1 — 2sin®
=04 =4

lm sinZ - limsinz=1-0.0
T 2 =0t 2




	(2.4)


Тем самым показано, что 

[image: image142.png]



Сделаем теперь замену [image: image143.png]


; при этом база [image: image144.png]z— 0+



перейдёт в базу [image: image145.png]t—0-



(что означает, что если [image: image146.png]z €

)



, то [image: image147.png]—z € (~4;0)




). Значит, 

[image: image148.png]



но [image: image149.png]sin(—t) = —sint



([image: image150.png]


 -- нечётная функция), и поэтому [image: image151.png]


Мы показали, что левосторонний предел также равен 1, что и завершает доказательство теоремы
В9.Второй замечательный предел

Теорема lim(1+1/x)x=e
                x(+(
Доказательство: Пусть n – целая часть х – n=[x]    n(x<n+1

[1+1/(n+1)]n((1+1/x)x((1+1/n)n+1
Если x(+(, то n(+(
[1+1/(n+1)]n+11/[1+1/(n+1)]((1+1/x)x((1+1/n)n(1+1/n) ( lim(1+1/x)x=e

               x(+(
В10.Пределы, связанные со вторым замечательным пределом.

В11.Арифиметические операции над переменными, имеющими предел. Неопределенные случаи.
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В12.Непрерывность функции в точке и на промежутке. Арифметические операции над непрерывными функциями
Определение: функция f(x) непрерывна, если: 1)она определена в х0 и некоторой ее окресности.2.Lim f(x)=f(x) при x->x0   

Функция непрерывна на множестве, если она непрерывна в каждой точке этого множества.в качестве примера y=x​​2.
Арифметические опрерации: f(x)+-/*g(x) если функции непрерывны в х0
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В13.Непрерывность сложной функции. Непрерывность основных элементарных и принадлежащих классу элеменетарных функции.

Пусть функции f(x) и g(x) непрерывны в точке х0. Тогда функция f(x) не равная g(x), f(x)g(x) и [image: image156.png]i
g®



(если g(x) не равно 0) непрерывны в точке x0.
Доказательство.
Пусть f(x) и g(x) непрерывны в точке x0. Это значит, что [image: image157.png]lim £2) =£0z) mlim 8(2) = 8(,)



. Но тогда, по свойствам пределов
[image: image158.png]lim [£G) = ()] = lim £ = lim 8(x) = £(z0) = g(,)
lim [f(2) g ()] = Jim £(2)" lim (=) = £(zo) 8 ()

) _ B g

) m g ()





Последнее свойство верно, если [image: image159.png]lim 8()=g(x) = 0



. 
Пусть y=f(x), но x, в свою очередь, является функцией некоторого аргумента t: x=(t). Тогда комбинация y=f((t)) называется сложной функцией, или суперпозицией функции (t).
Примеры:
а) y=sin(x), x=et => y=sin(et)

б) y= ex , x=sin(t) => y= esin(t) 
Целая и дробная рациональные функции. Непрерывность f(x)=const и f(x)=x непосредственно ясна. На основании теоремы о произведении непрерывных функций вытекает непрерывность любого одночленного выражения axm, по теореме о сумме непрерывных функций - непрерывность многочлена a0xn + a1xn-1 + ... +an-1 + an. Непрерывность данных функций имеет место на всем интервале [image: image160.png]


. Частное двух многочленов [image: image161.png]x -1
ayx® ta x4 ta, xta,

B by +B, x5,




непрерывно всюду, кроме точек b0xm + b1xm-1 +...+ bm-1x + bm = 0 (в этих точках - либо разрыв 2-го рода, либо устранимый разрыв). 

Показательная функция y=ax(a>1) монотонно возрастает на всем интервале [image: image162.png]


. Ее значения заполняют весь интервал [image: image163.png](0,4



. Из существования логарифма следует непрерывность данной функции. 

Логарифмическая функция [image: image164.png]y=log,xla >0,a=1)



. Рассмотрим случай a>1. Эта функция возрастает при [image: image165.png]xe(0+)



, и принимает любое значение из [image: image166.png]ye(-w o)



. Отсюда следует ее непрерывность.

Степенная функция [image: image167.png]


. При возрастании x от 0 до [image: image168.png]


возрастает [image: image169.png][>0)



или убывает [image: image170.png][w<0)



на интервале [image: image171.png](0,4



. Следовательно, данная функция непрерывна.

Тригонометрические функции [image: image172.png]y=sinx



, [image: image173.png]cosx




, [image: image174.png]y=tanx



, [image: image175.png]y=rcotx



, [image: image176.png]SECX




, [image: image177.png]Cscx




. Остановимся на функции [image: image178.png]y=sinx



. Ее непрерывность на отрезке [image: image179.png][-£4]



вытекает из ее монотонности, а также из факта (устанавливаемого геометрически), что при этом она принимает все значения от -1 до 1. То же относится к любому промежутку [image: image180.png]


. Следовательно, функция [image: image181.png]y=sinx



непрерывна для всех значений x. Аналогично - для функции [image: image182.png]cosx




. По свойствам непрерывных функций вытекает непрерывность функций [image: image183.png]sinx

cosx

Jsecx

cosx’

cotx

cosx

sinx

Jescx

sinx



. Исключение для первых двух функций - значения x вида [image: image184.png]x
e+1



, при которых [image: image185.png]cosx=10



, для других двух - значения вида [image: image186.png]


, при которых [image: image187.png]sinx=10



.

Обратные тригонометрические функции [image: image188.png]y=arcsinx



, [image: image189.png]


, [image: image190.png]y = arctan x



, [image: image191.png]y=arccotx



. Первые две непрерывны на [image: image192.png]


, остальные - на [image: image193.png]



В14.Сравнение и порядок бесконечно малых. Эквиваленты бесконечно малых. Основные примеры

Сравнение бесконечно малых 

        Определение 2.16   Пусть фиксирована некоторая база [image: image194.png]


и на некотором её окончании [image: image195.png]


заданы две функции [image: image196.png]


и [image: image197.png]


, бесконечно малые при базе [image: image198.png]


. Предположим также, что [image: image199.png]


при всех [image: image200.png]z€E



. Пусть существует 

[image: image201.png]



Если [image: image202.png]L#0



, то бесконечно малая [image: image203.png]


имеет тот же порядок малости, что и [image: image204.png]


. Этот факт обозначается так: 

[image: image205.png]



Если же [image: image206.png]


, то [image: image207.png]


имеет больший порядок малости, чем [image: image208.png]


. Это обозначается так: 

[image: image209.png]


Заметим, что если [image: image210.png]


, то для всех [image: image211.png]


из некоторого окончания [image: image212.png]


базы [image: image213.png]


будет выполнено неравенство [image: image214.png]


. Это сразу следует из того, что [image: image215.png]



        Предложение 2.2   Если при базе [image: image216.png]


бесконечно малая [image: image217.png]


имеет тот же порядок малости, что [image: image218.png]


, то и [image: image219.png]


имеет тот же порядок малости, что [image: image220.png]


, то есть 
	[image: image221.png]



	(S)


Если две бесконечно малых [image: image222.png]


и [image: image223.png]


одного порядка малости, и две бесконечно малых [image: image224.png]


и [image: image225.png]


тоже одного порядка малости при базе [image: image226.png]


, то две величины [image: image227.png]


и [image: image228.png]


также имеют один и тот же порядок малости при базе [image: image229.png]


, то есть 
	[image: image230.png]



	(T)


Кроме того, бесконечно малая величина [image: image231.png]


имеет тот же порядок малости, что она же сама: 
	[image: image232.png]



	(R)


        Доказательство.     Поскольку [image: image233.png]


то [image: image234.png]


, откуда следует первое из доказываемых утверждений. 

Второе утверждение следует из первого и цепочки равенств 

[image: image235.png]



где 

[image: image236.png]



по условию предложения. 

Наконец, третье утверждение сразу следует из очевидного соотношения [image: image237.png]


     

Итак, свойство двух или нескольких бесконечно малых величин иметь один и тот же порядок малости, то есть отношение [image: image238.png]w)(



, заданное в множестве бесконечно малых при данной базе [image: image239.png]


величин [image: image240.png]e(@) ¥ (e)x(a; -



, является рефлексивным, транзитивным и симметричным. 

Рефлексивность какого-либо отношения [image: image241.png]


, заданного в некотором множестве объектов [image: image242.png]@YX



, означает, что выполнено свойство 
(R): [image: image243.png](g



, 
транзитивность -- что выполнено свойство 
(T): [image: image244.png]P, YN = X



, 
а симметричность -- что выполнено свойство 
(S): [image: image245.png]gy = Yy



. 

Любое рефлексивное, транзитивное и симметричное отношение [image: image246.png]


разбивает множество объектов, для которых оно определено, на классы объектов, эквивалентных по данному отношению: в один класс с объектом [image: image247.png]


попадают все объекты [image: image248.png]


, для которых [image: image249.png]


. 

Поэтому все бесконечно малые при данной базе [image: image250.png]


величины разбиваются на классы по отношению [image: image251.png]w)(



, в каждый из которых входят все величины, имеющие один и тот же порядок малости. 

        Пример 2.31   При базе [image: image252.png]


величины [image: image253.png]Ot



и [image: image254.png]


, где [image: image255.png]t>0



и [image: image256.png]C = const # 0



, [image: image257.png]D = const # 0



, имеют один и тот же порядок малости (так как, очевидно, их отношение постоянно и его предел [image: image258.png]


постоянно и его предел равен [image: image259.png]wla

40



. Например, при [image: image260.png]


величины [image: image261.png]


и [image: image262.png]


имеют один и тот же порядок малости. 

При базе [image: image263.png]z— 0+



величина [image: image264.png]


имеет больший порядок малости, чем [image: image265.png]


, при [image: image266.png]t>s>0



: 

[image: image267.png]



так как [image: image268.png]t—s>0



. Если степени [image: image269.png]


и [image: image270.png]


определены и при [image: image271.png]z<0



, то аналогичное утверждение верно и для двусторонней базы [image: image272.png]


. Например, при [image: image273.png]z— 0+



величина [image: image274.png]


 -- большего порядка малости, чем [image: image275.png]


. При [image: image276.png]


величина [image: image277.png]


 -- большего порядка малости, чем [image: image278.png]


, а [image: image279.png]


 -- величина большего порядка малости, чем [image: image280.png]


.     

        Пример 2.34   Поскольку, как мы видели в примерах выше, [image: image281.png]


и [image: image282.png]z =<
vy

sin3z



, то [image: image283.png]


 -- величина большего порядка малости, чем [image: image284.png]sin 371



.     

        Определение 2.17   Пусть [image: image285.png]


и [image: image286.png]


 -- бесконечно малые при базе [image: image287.png]


и 

[image: image288.png]



Тогда бесконечно малая [image: image289.png]


называется эквивалентной бесконечно малой [image: image290.png]


при базе [image: image291.png]


. Это обозначается следующим образом: 

[image: image292.png]



    

Очевидно, что если величина [image: image293.png]


эквивалентна величине [image: image294.png]


, то они имеют один и тот же порядок малости (так как при этом [image: image295.png]L=1#0



). Кроме того, свойство двух бесконечно малых величин быть эквивалентными, то есть отношение [image: image296.png]w?



, (так же, как и отношение [image: image297.png]w)(



) рефлексивно, транзитивно и симметрично. А именно, имеет место 

        Предложение 2.4   Если при базе [image: image298.png]


бесконечно малая [image: image299.png]


эквивалентна бесконечно малой [image: image300.png]


, то и [image: image301.png]


эквивалентна [image: image302.png]


: 
	[image: image303.png]plz) 3ol

= )y ele)




	(S[image: image304.png]


)


Если две бесконечно малых [image: image305.png]


и [image: image306.png]


эквивалентны, и две бесконечно малых [image: image307.png]


и [image: image308.png]


тоже эквивалентны при базе [image: image309.png]


, то две величины [image: image310.png]


и [image: image311.png]


также эквивалентны при базе [image: image312.png]


: 
	[image: image313.png]



	(T[image: image314.png]


)


Кроме того, величина [image: image315.png]


эквивалентна себе самой: 
	[image: image316.png]



	(R[image: image317.png]


)


        Доказательствоповторяет доказательство предложения 2.2.    Нужно только учесть, что [image: image318.png]


.      

Итак, отношение эквивалентности [image: image319.png]w?



обладает свойствами симметричности (S[image: image320.png]


), транзитивности (T[image: image321.png]


) и рефлексивности (R[image: image322.png]


) и, следовательно, разбивает множество всех бесконечно малых при данной базе [image: image323.png]


величин на классы эквивалентных между собой бесконечно малых. Эти классы более мелкие, чем классы бесконечно малых величин одного порядка малости, на которые то же самое множество бесконечно малых разбивается отношением [image: image324.png]w)(



. 

        Пример 2.35   Согласно первому замечательному пределу, [image: image325.png]sinz

-0



Это означает, что 

[image: image326.png]sinz ~ z.
za




Кроме того, в примере 2.20 мы показали, что [image: image327.png]arcsinz

e



Это означает, что 

[image: image328.png]arcsinz ~ z.
za




    

Польза для вычисления пределов от использования эквивалентности бесконечно малых, а также от бесконечно малых большего порядка выражается следующими утверждениями. 

        Предложение 2.5   Пусть существует предел [image: image329.png]S

En




где [image: image330.png]


и [image: image331.png]


 -- бесконечно малые при базе [image: image332.png]


. Пусть также [image: image333.png]v1(z) 5 ¢(z)



и [image: image334.png](z) ()



. Тогда существует предел 
[image: image335.png]



то есть бесконечно малые как в числителе, так и в знаменателе неопределённости вида [image: image336.png]


можно заменять на эквивалентные им бесконечно малые: величина предела от этого не изменится. 
        Доказательство.     Для доказательства напишем такое равенство: 

[image: image337.png]3E
B
Ha
e
S
ER
oo
as
ER
I
o
s
e
S
oo
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ER
I
o)
IR
En




и заметим, что эквивалентность величин [image: image338.png]


и [image: image339.png]v1(2)



, [image: image340.png]


и [image: image341.png]a(z)



означает, что первый и последний пределы в правой части этой формулы равны 1.      

Совершенно так же доказывается уточнение доказанного только что предложения. Это уточнение означает, что заменять эквивалентными можно не только числитель или знаменатель целиком, но и любой бесконечно малый множитель в числителе или знаменателе: 

        Предложение 2.6   Пусть [image: image342.png]p(z) y valz)



, [image: image343.png]


и существует предел 
[image: image344.png]



Тогда [image: image345.png]


и [image: image346.png]


можно заменить на эквивалентные, и значение предела не изменится, то есть 
[image: image347.png]



    
        Предложение 2.7   Пусть [image: image348.png]


, [image: image349.png]


и существует предел [image: image350.png]S

En




. Тогда существует предел 
[image: image351.png]



то есть бесконечно малые большего порядка можно отбрасывать как в числителе, так и в знаменателе неопределённости вида [image: image352.png]


величина предела от этого не изменится. 
        Доказательство.     Согласно предложению 2.5, достаточно доказать, что если [image: image353.png]


, то [image: image354.png]v(z) +alz) 3 v(z)



. Но это следует из такой цепочки равенств: 

[image: image355.png]



     

        Пример 2.36   Вычислим предел [image: image356.png]sin3z + 22
2—0sin5z + 223




Для этого заметим, что, как мы проверяли выше, [image: image357.png]


 -- величина большего порядка малости, чем [image: image358.png]sin 371



. Аналогично проверяется, что [image: image359.png]


 -- величина большего порядка малости, чем [image: image360.png]sin 51



. Поскольку слагаемые большего порядка малости можно отбросить, то 

[image: image361.png]sindz+2* . sin3z

=S5z 129 sd smbe’





Далее, поскольку [image: image362.png]sin 371



, очевидно, эквивалентен [image: image363.png]


(согласно первому замечательному пределу), а [image: image364.png]sin 51



эквивалентен [image: image365.png]


, то последний предел можно упростить, заменив бесконечно малые в числителе и знаменателе на эквивалентные им, а затем сократить на [image: image366.png]


: 

[image: image367.png]sin3z

=—0 sin 5z





    

При вычислении пределов часто бывают полезны также следующие два утверждения. 

        Предложение 2.8   Пусть [image: image368.png]p(z) y valz)



и [image: image369.png]


. Тогда: 
1) [image: image370.png]p(a)e(z) 5 wr(2ia(z)




и 
2) [image: image371.png]


при любом [image: image372.png]m >0



(в случае, если степень [image: image373.png]


определена только при [image: image374.png]


, нужно потребовать, чтобы выполнялось неравенство [image: image375.png]


. 
(Заметим, что второе утверждение не следует из первого, поскольку [image: image376.png]


 -- не обязательно целое число.) 

        Доказательство.     Первое утверждение означает, согласно определению эквивалентности, что 

[image: image377.png]



если известно, что 

[image: image378.png]



и 

[image: image379.png]



Но это сразу следует из теоремы о пределе произведения ( теорема 2.9). 

Второе утверждение означает, что 

[image: image380.png]



если известно, что 

[image: image381.png]



Это следует из того, что степенная функция [image: image382.png]


непрерывна при любом [image: image383.png]


, если [image: image384.png]m >0



. Как отмечалось выше, для непрерывной функции можно переставлять местами знак функции и знак предела: 

[image: image385.png]Jim g(2) = g(m 2) = g(za)-




В случае степенной функции [image: image386.png]


, сделав замену переменного [image: image387.png]


и связанную с ней замену базы, мы получим, что 

[image: image388.png]



Беря [image: image389.png]


, получаем, что 

[image: image390.png]



что и требовалось доказать.      




Поскольку в этой таблице мы всегда будем рассматривать базу [image: image391.png]


, для простоты записи обозначение этой базы будем пропускать и писать знак [image: image392.png]


вместо [image: image393.png]z20



. 

1) [image: image394.png]sinr ~ 1



. Эту формулу мы уже доказали и использовали в примерах. Эквивалентность [image: image395.png]


и [image: image396.png]


при [image: image397.png]


означает в точности, что первый замечательный предел равен 1. 

2) [image: image398.png]arcsinr ~ 1



. Эта эквивалентность тоже была доказана выше в одном из примеров. 

3) [image: image399.png]tgz~z



. Докажем эту эквивалентность: 

[image: image400.png]



4) [image: image401.png]arctgz ~z



. Докажите это в качестве упражнения, сделав замену [image: image402.png]z=arctgz



и применив предыдущую табличную формулу. 

5) [image: image403.png]1-cszn
sz



. Для доказательства воспользуемся формулой [image: image404.png]1—cosz =2sin*%



. Далее, имеем: 

[image: image405.png]o LS 2sin® 2

2sin® 2

m =1 Py z
I = ~ sy
L

20 Z





Это означает, что доказываемая эквивалентность имеет место. 

6) [image: image406.png]log,(1+2) ~ ﬁ



( [image: image407.png]a>0,a#1



). Для доказательства этой эквивалентности сделаем такое преобразование: 

[image: image408.png]log,(1+ 2)
log(1 +2)

na

—lnallog, (142) =
:

Inalog,(1+z)% =In

@

Ina

In(1+4)

In(1+2)=.




Для вычисления предела правой части воспользуемся непрерывностью логарифма и вторым замечательным пределом: 

[image: image409.png]limln(l+2)f =l lim(1+2)} =lne=1,




и мы доказали формулу 6. 

В частном случае, при [image: image410.png]


, получаем эквивалентность 

[image: image411.png]4



) [image: image412.png]In(l+z)~z



. 

7) [image: image413.png]a*—1~zlna



( [image: image414.png]a>0,a#1



). Для доказательства сделаем замену [image: image415.png]z=1log,(1+2)



и выразим [image: image416.png]


через [image: image417.png]


: [image: image418.png]z=a"—1



. Согласно формуле 6, [image: image419.png]


при [image: image420.png]


, откуда [image: image421.png]r~ zlna



. Из непрерывности логарифма следует, что [image: image422.png]


и, значит, [image: image423.png]a*—1~zlna



при [image: image424.png]


. В этой формуле осталось лишь сменить обозначение переменного [image: image425.png]


на [image: image426.png]


, чтобы получить формулу 7. 

В частном случае, при [image: image427.png]


, получаем эквивалентность 

[image: image428.png]


) [image: image429.png]ef—1~z



. 

В15.Сохранение знака непрерывной функции.Понятие равномерной непрерывности.
Напомним, что непрерывность функции [image: image430.png]


в точке [image: image431.png]


означает, что [image: image432.png]


, то есть 
[image: image433.png]Ve>03W>0Vz €l |z~ a0 <= |f(z) — flza)| <e.




Тем самым непрерывность функции [image: image434.png]


на интервале или отрезке [image: image435.png]IcD(f)



означает, что 
[image: image436.png]Vze€IVe>030 >0Vz €1 |z — x| <8 = |f(z) — flza)| <&




При этом мы имеем право выбирать число [image: image437.png]§>0



в зависимости от [image: image438.png]


и, главное, от точки [image: image439.png]zg €1



. 

Предположим теперь, что число [image: image440.png]§>0



можно выбрать общим для всех [image: image441.png]zg €1



(но, конечно, зависящим от [image: image442.png]


). Тогда говорят, что свойство функции быть непрерывной в точке [image: image443.png]


выполнено равномерно по [image: image444.png]zg €1



. 

Дадим теперь такое 

        Определение 3.5   Пусть [image: image445.png]


 -- некоторая функция и [image: image446.png]IcD(f)



. Функция [image: image447.png]


равномерно непрерывна на [image: image448.png]


, если 
[image: image449.png]Ve >030 >0Vzg,z €1 : |z — 2| <8 = |f(z) — f(zo)| <e.



    

Приведём пример равномерно непрерывной функции. 

        Пример 3.15   Рассмотрим функцию [image: image450.png]f(z) =sinz



и покажем, что она равномерно непрерывна на всей числовой оси [image: image451.png]


. Фиксируем число [image: image452.png]£>0



и положим [image: image453.png]


. Выберем теперь любые две точки [image: image454.png]


и [image: image455.png]


, такие что [image: image456.png]—zo| <&



, и покажем, что тогда [image: image457.png]sinz —sinzo| <&



. Действительно, 

	[image: image458.png]: . Ttz T-3%
sinz —sinzo| = |2cos 7S —





	   


так как, во-первых, [image: image459.png]


при всех [image: image460.png]


и [image: image461.png]


и, во-вторых, [image: image462.png]|sinal < af



при всех [image: image463.png]a€R



(у нас [image: image464.png]a=z-1g



). Таким образом. равномерная непрерывность функции [image: image465.png]


доказана.     

Лучше изучить условие равномерности по [image: image466.png]


мы сможем, приведя пример, где оно нарушается. 

        Пример 3.16   Пусть функция [image: image467.png]


рассматривается на интервале [image: image468.png](

)



. Если фиксирована точка [image: image469.png]70 € (0:1)



, то для заданного [image: image470.png]£>0



мы можем выбрать [image: image471.png]§>0



так, что [image: image472.png]


при всех [image: image473.png]


таких, что [image: image474.png]—z0| <9




; для нахождения [image: image475.png]


нужно решить неравенство [image: image476.png]


относительно [image: image477.png]


(напомним, что точка [image: image478.png]


фиксирована): 

	[image: image479.png]11 1 1_1
<o <e=——e<<—te=
z oz Z EES




	   

	[image: image480.png]70 70 ez?
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Из чисел [image: image481.png]_ ez
T+ez,




и [image: image482.png]5= €%
R



выберем минимальное: 

[image: image483.png]§ = min{5"} = ;LHEI“




Тогда при [image: image484.png]—z0| <9




будет [image: image485.png]


. Проанализируем, однако, зависимость [image: image486.png]


от [image: image487.png]


: при [image: image488.png]


, приближающемся к 0, значения [image: image489.png]_ ez
T+ez,




будут убывать и стремиться к 0 (при неизменном значении [image: image490.png]


), что хорошо видно на следующем чертеже: 

[image: image491.png]Rl





Рис.3.25.Изменение [image: image492.png]


в зависимости от положения точки [image: image493.png]



При приближении точки [image: image494.png]


к началу координат нам приходится по одному и тому же [image: image495.png]£>0



выбирать всё меньшие [image: image496.png]


-окрестности точки [image: image497.png]


, чтобы обеспечить выполнение неравенства [image: image498.png]


. Выбрать [image: image499.png]


общим для всех [image: image500.png]70 € (0:1)



, очевидно, невозможно: при заданном [image: image501.png]£>0



какое бы фиксированное число [image: image502.png]§>0



ни было взято, мы можем поместить точку [image: image503.png]


так близко от 0, что значения [image: image504.png]|



и [image: image505.png]


будут отличаться друг от друга больше, чем на [image: image506.png]


, хотя [image: image507.png]—z0| <9




. Это означает, что функция [image: image508.png]


не является равномерно непрерывной на интервале [image: image509.png](

)



.     

        Теорема 3.10   Пусть [image: image510.png]


и функция [image: image511.png]


непрерывна на [image: image512.png]


. Тогда [image: image513.png]


равномерно непрерывна на [image: image514.png]


. 
Доказательство этой теоремы достаточно сложно и основывается на тонких свойствах системы действительных чисел, а именно, на том, что любой замкнутый отрезок [image: image515.png]


является компактом9. Мы пропускаем здесь доказательство теоремы, отсылая за ним заинтересованного читателя к подробным курсам математического анализа, например, Никольский С.М., Курс математического анализа, т. 1. -- М.: Наука, 1991; Фихтенгольц Г.М., Курс дифференциального и интегрального исчисления, т. 1. -- М.-Л.: ГИТТЛ, 1948 и др. годы изд.      

В качестве следствия равномерной непрерывности легко получается утверждение теоремы 3.8, а именно, 

        Следствие 3.1   Любая функция [image: image516.png]


, непрерывная на замкнутом отрезке [image: image517.png]


, ограничена на [image: image518.png]


(то есть существует такое число [image: image519.png]


, что [image: image520.png]1f@) < K



при всех [image: image521.png]zel



). 
Приведём это доказательство (хотя теорема 3.8 была ранее доказана другим способом): 

        Доказательство.     Фиксируем какое-либо число [image: image522.png]£>0



, например [image: image523.png]


, и выберем [image: image524.png]§>0



такое, что при всех [image: image525.png]T2 €1



, для которых [image: image526.png]—z0| <9




, будет [image: image527.png]1f(z) = f(zo)l <e =1



. Разобьём [image: image528.png]


на отрезки длины [image: image529.png]


: 

[image: image530.png]I:[a(b]:[ma‘f»ﬂu[a+5(a+2ﬂu...u[a+(n71)5(b]:01‘

pact




(мы положили [image: image531.png]


;10 длина последнего отрезка может оказаться меньше [image: image532.png]


). Выберем в качестве [image: image533.png]


середину [image: image534.png]


каждого из отрезков: 

[image: image535.png][P )
nzatlin=atitd,





Тогда для каждого [image: image536.png]€L



выполняется неравенство [image: image537.png]


и, следовательно, [image: image538.png][f(z) = f(za)l <1



. Это неравенство эквивалентно такому: [image: image539.png]—1<f(z) = flzg) <1



, или [image: image540.png]flz) —1< flz) < flz) +1



. Поскольку точек [image: image541.png]


конечное число (а именно, [image: image542.png]


), то мы можем взять минимальное из чисел [image: image543.png]


, [image: image544.png]


, и максимальное из чисел [image: image545.png]


, [image: image546.png]


: 

[image: image547.png]



Тогда для любого [image: image548.png]zel



верно неравенство [image: image549.png]K <
fl@) <
K"



, и осталось взять [image: image550.png]K = max{|K'|;|K"[}



. При этом для любого [image: image551.png]zel



будет [image: image552.png]1f@) < K



, что означает ограниченность функции [image: image553.png]


на [image: image554.png]


.     
Теорема кантора Если функция непрерывна на [a,b] , то она равномерно непрерывна на [a,b]  .
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