Система натуральных чисел. Принцип математической индукции. Теоремы математической индукции

п.1. Аксиоматическая система натуральных чисел.

Определение. Системой натуральных чисел (системой Пеано) называется алгебра [image: image1.wmf](, , , ', 1)

N

+´

, где [image: image2.wmf], 

+´

- бинарные операции, [image: image3.wmf]'

- унарная операция (функция «следования»), [image: image4.wmf]1

- выделенный элемент в множестве [image: image5.wmf]N

, для которой выполнены следующие аксиомы:

Для [image: image6.wmf]nN

"Î

, [image: image7.wmf]'1

n

¹

 (элемент [image: image8.wmf]'

n

 называется следующим за [image: image9.wmf]n

).

Для [image: image10.wmf]n

"

, [image: image11.wmf]mN

Î

, [image: image12.wmf]''
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.

[image: image13.wmf]nN
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, [image: image14.wmf]'1
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.

Для [image: image15.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image16.wmf]()''
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+=+

.

[image: image17.wmf]nN

"Î

, [image: image18.wmf]1
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.

Для [image: image19.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image20.wmf]'

nmnmn

×=×+

.

Аксиома индукции: Пусть [image: image21.wmf]MN

Í

. Если множество [image: image22.wmf]M

 удовлетворяет условиям: 

а) [image: image23.wmf]1

M

Î

;

б) для [image: image24.wmf]nN

"Î

, [image: image25.wmf](1)

nMnM

Î®+Î

;

то [image: image26.wmf]MN

=

.

Система аксиом Пеано обладает тем свойством, что ни одна из аксиом системы не является следствием других аксиом.

Из системы аксиом Пеано можно вывести все известные нам свойства натуральных чисел. 

п.2. Теоремы математической индукции.

Теорема 1. (принцип полной математической индукции). Пусть [image: image27.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image28.wmf]N

, который удовлетворяет условиям:

[image: image29.wmf](1)

P

- истина.

[image: image30.wmf]nN
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 ([image: image31.wmf]()

Pn

- истина ( [image: image32.wmf](1)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image33.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image34.wmf]N

.

Доказательство. Обозначим через [image: image35.wmf]M

 множество всех тех [image: image36.wmf]n

, для которых [image: image37.wmf]()

Pn

 истина. Проверим, что [image: image38.wmf]M

 удовлетворяет условиям аксиомы индукции.

Т.к. [image: image39.wmf](1)

P

- истина, то [image: image40.wmf]1

M

Î

.

Если [image: image41.wmf]nM

Î

, то [image: image42.wmf]()

Pn

- истина и по второму условию теоремы индукции [image: image43.wmf](1)

Pn

+

- истина. Поэтому [image: image44.wmf]1

nM

+Î

.

Множество [image: image45.wmf]M

 удовлетворяет условиям аксиомы индукции. Поэтому [image: image46.wmf]MN

=

.

Обозначение. Множество целых чисел [image: image47.wmf]{...,3,2,1, 0, 1, 2, 3,...}

Z

=---

 состоит из натуральных чисел, нуля и чисел противоположных натуральным.

Для [image: image48.wmf]kZ

Î

 обозначим [image: image49.wmf]{, 1, 2,...}
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Теорема 2. (обобщение принципа полной математической индукции). Пусть [image: image50.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image51.wmf]k

N

, где [image: image52.wmf]kZ

Î

, который удовлетворяет условиям: 

[image: image53.wmf]()

Pk

- истина.

[image: image54.wmf]k

nN
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 ([image: image55.wmf]()

Pn

- истина ([image: image56.wmf](1)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image57.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image58.wmf]k

N

.

Теорема 3. (сильная форма принципа полной математической индукции). Пусть [image: image59.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image60.wmf]N

, который удовлетворяет условиям: 

[image: image61.wmf](1)

P

- истина.

[image: image62.wmf]nN
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 ([image: image63.wmf](1), (2),..., ()

PPPn

- истины( [image: image64.wmf](1)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image65.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image66.wmf]N

.

Теорема 4. (обобщение сильной формы принципа полной математической индукции). Пусть [image: image67.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image68.wmf]k

N

, где [image: image69.wmf]kZ

Î

, который удовлетворяет условиям: 

[image: image70.wmf]()

Pk

- истина.

[image: image71.wmf]nN

k
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 ([image: image72.wmf](), (1),..., ()

PkPkPn

+

- истины ( [image: image73.wmf](1)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image74.wmf]()

Pk

 тождественно истинен на [image: image75.wmf]k

N

. 

Числа Фибоначчи

Определение. Числа Фибоначчи [image: image76.wmf]n

j

, для [image: image77.wmf]0

nN

Î

, определяются рекуррентно

(1) [image: image78.wmf]0

0
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, [image: image79.wmf]1
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;

[image: image80.wmf]21
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 для всех [image: image81.wmf]0
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Из определения чисел Фибоначчи следует, что 

[image: image82.wmf]0
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, [image: image83.wmf]1
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, [image: image84.wmf]2
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, [image: image85.wmf]3
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, [image: image86.wmf]4
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, [image: image87.wmf]5
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, [image: image88.wmf]6
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, [image: image89.wmf]7
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, [image: image90.wmf]8
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, [image: image91.wmf]9
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, [image: image92.wmf]10
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.

Для вычисления чисел Фибоначчи справедлива следующая формула Бине

(3) [image: image93.wmf]11515
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, [image: image94.wmf]0
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.

Из (1) и (2) следует, что индукционное предположение, при доказательстве формулы Бине, должно предполагать справедливость (3) для [image: image95.wmf]n

 и [image: image96.wmf]1

n

+

, и значит, начальные условия должны требовать выполнение (3) для [image: image97.wmf]0

n

=

 и [image: image98.wmf]1

n

=

. Поэтому доказательство формулы Бине может проводиться по следующей теореме математической индукции.

Теорема 5. Пусть [image: image99.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image100.wmf]0

N

, который удовлетворяет условиям: 

[image: image101.wmf](0), (1)

PP

- истины.

[image: image102.wmf]0
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 ([image: image103.wmf](), (1)

PnPn

+

- истины ( [image: image104.wmf](2)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image105.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image106.wmf]0

N

.

Проведём доказательство формулы Бине по теореме 5.

Для [image: image107.wmf]0
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 и [image: image108.wmf]1
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 равенство (3) принимает вид
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, [image: image110.wmf]11
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Очевидно, что эти равенства верны.

Предположим, что равенство (3) истинно для чисел [image: image111.wmf]n

 и [image: image112.wmf]1
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. Тогда из (2) следует, что
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После простых преобразований правой части получим, что
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По индукции формула Бине доказана.

Теорема 6. Пусть [image: image115.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image116.wmf]N

, который удовлетворяет условиям: 

[image: image117.wmf](1), (2), (3)

PPP

- истина.

[image: image118.wmf]nN
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 ([image: image119.wmf](), (1), (2)

PnPnPn
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- истины ( [image: image120.wmf](3)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image121.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image122.wmf]N

. 

п.3. Основное свойство ассоциативных операций.

Теорема. Если бинарная операция [image: image123.wmf]´

 на множестве [image: image124.wmf]A

 ассоциативна, то [image: image125.wmf]()
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 [image: image126.wmf]1

(;...;), 2
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 при любой расстановке скобок, задающих порядок выполнения операций [image: image127.wmf]´

 в произведении [image: image128.wmf]1

...

n

aa

´´

 значения произведений будут одинаковыми, то есть значение произведения не зависит от способа расстановки скобок.

Доказательство. Проводится индукцией по [image: image129.wmf]n

. Проверим утверждения теоремы для [image: image130.wmf]2

n

=

 и [image: image131.wmf]3
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.

Для [image: image132.wmf]2

n

=

- очевидно, так как порядок выполнения операций единственен.

Для [image: image133.wmf]3

n

=

 произведение [image: image134.wmf]123

aaa
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 может быть вычислено двумя способами: [image: image135.wmf]123
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 или [image: image136.wmf]123
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. В силу ассоциативности [image: image137.wmf]´

- эти произведения равны. 

Предположим, что теорема доказана для всех чисел [image: image138.wmf]n

£

, где [image: image139.wmf]3
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.

Докажем теорему для числа [image: image140.wmf]1

n

+

. При любой расстановке скобок в произведении [image: image141.wmf]121
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aaa
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´´´

, такое произведение есть произведение двух скобок [image: image142.wmf]111

(...)(...)
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 (1), где [image: image143.wmf]{

}

1,..., 

Sn

Î

. Внутри каждой скобки расставлены свои скобки. Так как в каждой скобке [image: image144.wmf]n

£

 множителей, то по индукционному предположению значение произведения в скобках не зависит от того, как в них расставлены скобки. Поэтому произведение (1) можно записать в виде [image: image145.wmf]1112
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 [image: image146.wmf]1
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, применяя закон ассоциативности и индукцирования к множителям. Получим, что произведение (1) равно [image: image147.wmf]11
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 [image: image148.wmf]121
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 и так далее продолжая, получим [image: image149.wmf]121
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, поэтому произведение (1) не зависит от способа расстановки скобок.
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Группы. Примеры групп. Простейшие свойства групп. Гомоморфизмы и изоморфизмы групп. Подгруппы

Даны определения группы, абелевой, бесконечной, аддитивной, мультипликативной и коммутативной групп, гомоморфизмов и изоморфизмов групп, приведены примеры групп и их простейшие свойства с доказательствами. 

п.1. Понятие группы.

Определение. Алгебра [image: image150.wmf](, , ', )

YGe

=´

, где [image: image151.wmf]´

- бинарная операция, [image: image152.wmf]'

- унарная операция, [image: image153.wmf]eG

Î

 называется группой, если выполнены 3 аксиомы:

[image: image154.wmf]´

- ассоциативно, то есть [image: image155.wmf](, , )

abcG
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 [image: image156.wmf]()()

abcabc

´´=´´

.

Аксиома существования правого нейтрального элемента: [image: image157.wmf]()
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 [image: image158.wmf]aea
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Аксиома существования правого обратного элемента: [image: image159.wmf]()
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 [image: image160.wmf]aae

¢
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, [image: image161.wmf]a

¢

- правый обратный элемент к [image: image162.wmf]a

.

Определение. Группа [image: image163.wmf](, , ', )

YGe

=´

 называется коммутативной (абелевой), если операция [image: image164.wmf]´

 коммутативна, то есть [image: image165.wmf](, )

abG

"Î

 [image: image166.wmf]abba

´=´

.

Определение. Порядком группы [image: image167.wmf](, , ', )

YGe
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 называется число элементов в множестве [image: image168.wmf]G

, если [image: image169.wmf]G

- конечное множество. Если [image: image170.wmf]G

- бесконечное множество, то группа [image: image171.wmf]Y

 называется бесконечной.

Аддитивная форма записи группы.

Определение. Алгебра [image: image172.wmf](, , , 0)

YG

=+-

, где [image: image173.wmf]+

- бинарная операция, [image: image174.wmf]-

- унарная операция, [image: image175.wmf]0

G

Î

 называется аддитивной группой, если выполнены аксиомы:

операция [image: image176.wmf]+

 ассоциативна, то есть [image: image177.wmf](, , )
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 [image: image178.wmf]()()
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существование правого нейтрального элемента, то есть [image: image179.wmf]()
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 [image: image180.wmf]0
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существование правого противоположного элемента, то есть [image: image181.wmf]()
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 [image: image182.wmf]()0
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Определение. Группа называется абелевой, если операция [image: image183.wmf]+

- коммутативная операция, то есть [image: image184.wmf](, )

abG
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 [image: image185.wmf]abba
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.

Мультипликативная форма записи группы.

Определение. Алгебра [image: image186.wmf]1

(, , , )

YGe

-

=´

, где [image: image187.wmf]´

- бинарная операция, [image: image188.wmf]1

-

- унарная, [image: image189.wmf]eG

Î

 называется мультипликативной группой, если выполняются следующие аксиомы:

Операция умножения ассоциативна, то есть [image: image190.wmf](, , )

abcG
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 [image: image191.wmf]()()

abcabc
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.

Аксиома существования правого единичного элемента: [image: image192.wmf]()
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 [image: image193.wmf]aea
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.

Аксиома существования правого обратного элемента: [image: image194.wmf]()
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 [image: image195.wmf]1
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-
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.

Определение. Группа называется коммутативной, если операция [image: image196.wmf]´

- коммутативна, то есть [image: image197.wmf](, )

abG
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 [image: image198.wmf]abba

´=´

.

п.2. Примеры групп.

Аддитивные группы.

1) Рассмотрим множество натуральных чисел и операции [image: image199.wmf], , 0

+-

 [image: image200.wmf](, , , 0)

N

+-

. [image: image201.wmf]+

- бинарная операция на множестве [image: image202.wmf]N

 (сумма двух натуральных чисел – натуральное число), [image: image203.wmf]-

- не является унарной операцией на множестве [image: image204.wmf]N

, [image: image205.wmf]0

N
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 [image: image206.wmf]Þ

 [image: image207.wmf](, , , 0)

N

+-

- не является алгеброй [image: image208.wmf]Þ

 не группа.

2) [image: image209.wmf](, , , 0)

Z

+-

. [image: image210.wmf]+

- бинарная операция на множестве [image: image211.wmf]Z

, [image: image212.wmf]-

- унарная операция на множестве [image: image213.wmf]Z

, [image: image214.wmf]0

Z

Î

 [image: image215.wmf]Þ

 [image: image216.wmf](,,,0)
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 является алгеброй. Проверим аксиомы аддитивной группы:

[image: image217.wmf](, , )

abcZ

"Î

 [image: image218.wmf]()()
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- выполняется по свойствам целых чисел.

[image: image219.wmf]()
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 [image: image220.wmf]0
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- выполняется по свойствам целых чисел.

[image: image221.wmf]aZ
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 [image: image222.wmf]()
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- выполняется по свойствам целых чисел.
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 являются группой, абелева группа, так как [image: image224.wmf]abba

+=+

 бесконечная группа называется аддитивной группой целых чисел.
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, бесконечная группа называется аддитивной группой действительных чисел.
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 не является группой.

Мультипликативные группы.

1) [image: image244.wmf]-1
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 не является группой.
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4) [image: image261.wmf]{

}

1

(\0, , , 1)

Q

-

´

. [image: image262.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image263.wmf]{

}

\0

Q

, [image: image264.wmf]1

-

- унарная операция на множестве [image: image265.wmf]{

}

\0

Q

, [image: image266.wmf]{

}

1\0

Q

Î

[image: image267.wmf]Þ

 [image: image268.wmf]{

}

1

(\0,,,1)

Q

-

´
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 является группой, так как аксиомы выполняются по свойствам рациональных чисел коммутативная бесконечная группа называется мультипликативной группой не равных [image: image270.wmf]Æ

 рациональных чисел.
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 не группа.

6) Симметрическая группа множества [image: image279.wmf]A
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-

- унарная операция на множестве [image: image286.wmf]G

, [image: image287.wmf]G

IÎ

 (из определения тождественной функции и биекции) [image: image288.wmf]Þ

 является алгеброй.

Проверим аксиомы групп:

[image: image289.wmf]o

- ассоциативная операция.
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 - группа. 

Если множество [image: image296.wmf]A

- конечное множество, то группа [image: image297.wmf]Y

- конечная группа и её порядок равен [image: image298.wmf]||
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- бесконечное, то [image: image300.wmf]Y
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£

элементов, то группа коммутативна. Группа [image: image302.wmf]Y

 называется симметричной группой множества [image: image303.wmf]A

.

7) Группа вращений и симметрии правильного треугольника. 

[image: image573.wmf]1

G

I - группа вращений правильного треугольника. 

Под вращением треугольника понимается поворот, который вершины переводит в вершины.
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Составим таблицу умножения (роль умножения выполняет композиция)
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Из таблицы видим, что композиция элементов множества [image: image313.wmf]3
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 множеству [image: image314.wmf]3
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, значит композиция – бинарная операция.
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 унарная операция на множестве [image: image318.wmf]3
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Тождественное вращение с [image: image319.wmf]3
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 является алгеброй.

Проверим аксиомы группы:

Операция композиция ассоциативна на произведение множеств, а значит, ассоциативна на множестве [image: image321.wmf]3
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 является группой, это конечная группа третьего порядка, коммутативная группа (таблица симметрична относительно главной диагонали).

II – группа вращений и симметрии правильного треугольника.
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Рассмотрим множество [image: image333.wmf]{
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Построим таблицу умножения (для операции композиции)
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[image: image346.wmf]o

- бинарная операция.
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[image: image348.wmf]Þ
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 унарная операция.

[image: image350.wmf]3

W

IÎ

, значит [image: image351.wmf](
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- алгебра. Аксиомы группы на множестве выполняются.

Операция композиция не коммутативна (не симметрична) [image: image352.wmf]1111
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Конечная группа шестого порядка называется группой вращения и симметрии правильного треугольника.

п.3. Простейшие свойства групп.

Пусть [image: image353.wmf]1
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 мультипликативная группа.

Свойства.
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, то есть правый обратный элемент [image: image356.wmf]a

 является левым обратным элементом к [image: image357.wmf]a
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 то есть правый единичный является левым единичным элементом.

Доказательство. Левая часть равна [image: image363.wmf](
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 равна правой части.
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Доказательство.

I способ: 

[image: image371.wmf]1

abe

aae

-

=

´=

[image: image372.wmf]Þ

 [image: image373.wmf]11

abaaba

--

=´Þ=


II способ:

[image: image374.wmf]111111

()()

abeaabaeaabaebaba

------

=Þ´´=´Þ´´=Þ´=Þ=


I способ:

[image: image375.wmf]1

bae

aae

-

=

´=

[image: image376.wmf]Þ

[image: image377.wmf]11

baaaba

--

=´Þ=


II способ:

[image: image378.wmf]111111

()()

baebaaeabaaabeaba

------

=Þ´´=´Þ´´=Þ´=Þ=

 правый

То есть существует и единственен правый, существует и единственен левый обратный элементы.
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То есть существует и единственен правый, существует и единственен левый единичные элементы.
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Доказательство.
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п.4. Гомоморфизмы групп.

Определение. Гомоморфизмом группы [image: image417.wmf]1
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То есть [image: image425.wmf]j

 сохраняет операции в группе [image: image426.wmf]Y
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Определение. Гомоморфизмом группы [image: image435.wmf](
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 такое, что:
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Определение. Гомоморфизмом группы [image: image443.wmf](
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Пример.
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Значит [image: image460.wmf]j

- гомоморфизм.
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Значит [image: image470.wmf]j

- гомоморфизм группы [image: image471.wmf]Y
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- гомоморфизм групп.

Доказательство. Проверим, что [image: image479.wmf]j

 обладает тремя свойствами определения гомоморфизма. Одно свойство дано в условии. Докажем, что [image: image480.wmf]()
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Значит [image: image492.wmf]j

- гомоморфизм групп.

п.5. Изоморфизмы групп.

Пусть [image: image493.wmf], 

Y

H

- мультипликативные группы.

Определение. Отображение [image: image494.wmf]:
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 называется изоморфизмом групп, если [image: image495.wmf]j

 обладает двумя свойствами: [image: image496.wmf]j

- биекция и [image: image497.wmf]j

- гомоморфизм групп.

Если существует изоморфизм группы [image: image498.wmf]Y

 на [image: image499.wmf]H

, то группы называются изоморфными.

п.6. Подгруппы.

Определение. Пусть [image: image500.wmf]1
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- мультипликативная группа, [image: image501.wmf]HG
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, [image: image502.wmf]H
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. Говорят, что множество [image: image503.wmf]H

- замкнуто относительно операции умножения, если [image: image504.wmf](, )
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Говорят, что [image: image506.wmf]H

- замкнуто относительно операции [image: image507.wmf]1
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Определение. Пусть [image: image510.wmf](, , , 0)
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- аддитивная группа, [image: image511.wmf]HG
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, [image: image512.wmf]H
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. 

Говорят, что [image: image513.wmf]H

- замкнуто относительно бинарной операции [image: image514.wmf]+
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Говорят, что [image: image517.wmf]H

- замкнуто относительно операции [image: image518.wmf]-
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Теорема. Пусть [image: image521.wmf]1

(, , , )

YGe

-

=´

- мультипликативная группа, [image: image522.wmf]HG
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Если [image: image524.wmf]H

- замкнуто относительно бинарной операции [image: image525.wmf]´

 и унарной операции [image: image526.wmf]1

-

, то [image: image527.wmf]1
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- группа, которая называется подгруппой группы [image: image528.wmf]1
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Доказательство.

Так как [image: image529.wmf]H

- замкнуто относительно бинарной операции [image: image530.wmf]´

 и унарной операции [image: image531.wmf]1

-

, то [image: image532.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image533.wmf]H

, а [image: image534.wmf]1

-

- унарная операция на множестве [image: image535.wmf]H

. 

Проверим, что [image: image536.wmf]eH
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. Так как [image: image537.wmf]H
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, то [image: image538.wmf]aH

$Î

[image: image539.wmf]Þ

[image: image540.wmf]1

aH

-

$Î
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- унарная операция). Имеем [image: image542.wmf]1
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 (так как [image: image543.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image544.wmf]H

) [image: image545.wmf]Þ

 [image: image546.wmf]eH
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. Проверено, что [image: image547.wmf]1
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- алгебра.

Проверим, что [image: image548.wmf]H

- группа.

Все аксиомы группы на множестве [image: image549.wmf]H

 выполнены, так как [image: image550.wmf]HG

Í

. Поэтому [image: image551.wmf]H

- группа.

Пример. 

Рассмотрим аддитивную группу целых чисел [image: image552.wmf](, , , )
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, найдём подгруппы этой группы. Из теории следует, что для того, чтобы найти подгруппу, необходимо найти [image: image553.wmf]H

, замкнутое относительно операций [image: image554.wmf]+

 и [image: image555.wmf]-

.

Пусть [image: image556.wmf]{0}
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- подгруппа.
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- подгруппа (то есть сама группа является своей подгруппой)

[image: image560.wmf]1
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- это множество не замкнуто относительно операции [image: image561.wmf]+

: [image: image562.wmf]1(1)2
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- не образует подгруппу.

Рассмотрим множество [image: image565.wmf]2

{...,4,2, 0, 2, 4, 6,...}

Z
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- множество целых чётных чисел (делящихся на целое число 2). Множество [image: image566.wmf]2

Z

- замкнуто[image: image567.wmf]Þ

 [image: image568.wmf]2
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Z
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- подгруппа аддитивной группы целых чисел.

Рассмотрим [image: image569.wmf]3

{...,6,3, 0, 3, 6, 9,...}

Z

=--

- множество целых чисел, кратных числу 3. Это множество замкнуто относительно операций [image: image570.wmf]+

 и [image: image571.wmf]-

, значит [image: image572.wmf]3
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Z
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- подгруппа аддитивной группы целых чисел.
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