Поле комплексных чисел

Вопросы поля комплексных чисел, описывается построение поля комплексных чисел, приводятся алгебраическая форма записи комплексных чисел, определение комплексного числа, действия над комплексными числами.

п.1. Построение поля комплексных чисел.

Рассмотрим множество [image: image1.wmf]{

}
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=Î

. Определим на [image: image2.wmf]2

R

 бинарные операции сложения [image: image3.wmf]+

, умножения [image: image4.wmf]´

, унарную операцию [image: image5.wmf]-

 и определим элементы [image: image6.wmf]0, 1

.

Для [image: image7.wmf]2
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[image: image8.wmf](, )(, )(, )
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[image: image9.wmf](, )(, )(, )
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[image: image10.wmf](, )(, )
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Обозначим: [image: image11.wmf]0(0, 0), 1=(1, 0)
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.

Теорема 1. Алгебра [image: image12.wmf]2

(, , , , 0, 1)
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 является полем.

Доказательство. Проверим, что алгебра [image: image13.wmf]2
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 есть абелева группа.

Для [image: image14.wmf]2
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Для [image: image16.wmf]2
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Для [image: image18.wmf]2
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Для [image: image20.wmf]2
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Проверим, что операция [image: image22.wmf]´

- ассоциативна, то есть [image: image23.wmf](, ), (, ),
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 [image: image24.wmf]2
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Действительно, 
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[image: image29.wmf])
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Проверим левый закон дистрибутивности, то есть для [image: image30.wmf](, ), (, ),
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 [image: image31.wmf]2
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[image: image32.wmf](, )((, )(, ))(, )(, )(, )(, )
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Действительно, 

[image: image33.wmf](, )((, )(, ))(, )(, )(, 
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Аналогично проверяется справедливость правого закона дистрибутивности.

Из выше доказанного следует, что алгебра [image: image37.wmf]2

(, , , , 0)

R

+×-

 есть кольцо.

Проверим, что кольцо [image: image38.wmf]2
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 коммутативно, то есть для [image: image39.wmf]2
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 [image: image40.wmf](, )(, )(, )(, )
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Действительно, 
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.

Проверим, что [image: image42.wmf]2
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 - кольцо с единицей 1, то есть [image: image43.wmf]2
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[image: image44.wmf]1(, )(, )
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Действительно, 

[image: image45.wmf]1(, )(1, 0)(, )(10, 10)(, )
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.

Так как [image: image46.wmf](1, 0)(0, 0)

¹

, то [image: image47.wmf]10
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.

Докажем, что каждый ненулевой элемент кольца [image: image48.wmf]2
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 обратим. Пусть [image: image49.wmf](, )(0, 0)
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, что равносильно [image: image50.wmf]22
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. Рассмотрим пару [image: image51.wmf]2222

(/(), /())

aabbab

+-+

 и проверим, что эта пара является обратной к паре [image: image52.wmf](, )
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. Действительно, 

[image: image53.wmf]2222222222
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Из выше доказанного следует, что алгебра [image: image55.wmf]2

(, , , , 0, 1)
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 - поле. 

Определение. Поле [image: image56.wmf]2

(, , , , 0, 1)

R
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 называется полем комплексных чисел, а его элементы - комплексными числами. 

п.2. Алгебраическая форма записи комплексных чисел.

Обозначение. Множество комплексных чисел принято обозначать [image: image57.wmf]C

, то есть [image: image58.wmf]2

CR

=

. Приняты также следующие обозначения:

[image: image59.wmf]0(0, 0); 1=(1, 0); =(0, 1); (, 0)
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 для [image: image60.wmf]aR
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Теорема 2. Каждое комплексное число [image: image61.wmf]a

 может быть, и притом единственным образом, записано в виде:

[image: image62.wmf]abi

a
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, где [image: image63.wmf], 
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. (Такая запись называется алгебраической формой записи комплексного числа [image: image64.wmf]a

).

Доказательство. Существуют [image: image65.wmf], 
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 такие, что [image: image66.wmf](, )
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. Имеем
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Теорема 3. Число [image: image68.wmf]i

 обладает свойством: [image: image69.wmf]2
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.

Доказательство. [image: image70.wmf]2

(0, 1)(0, 1)(1, 0)1
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Из равенства [image: image71.wmf]2
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 следует, что [image: image72.wmf]iR
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.

Определение. Пусть [image: image73.wmf]abi

a

=+

, где [image: image74.wmf], 

abR

Î

. Число [image: image75.wmf]a

 называется действительной частью, [image: image76.wmf]b

 - мнимой частью комплексного числа [image: image77.wmf]a

. Пишем [image: image78.wmf]Re , Im 
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Пусть [image: image79.wmf]abi

a

=+

 - алгебраическая форма записи комплексного числа [image: image80.wmf]a

. Тогда:

если [image: image81.wmf]0

b
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, то [image: image82.wmf]aR
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=Î

;

если [image: image83.wmf]0

b

¹

, то [image: image84.wmf]R
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Ï

.

Определение. Если [image: image85.wmf]Re 0, 0

aa

=¹

, то комплексное число [image: image86.wmf]a

 называют чисто мнимым числом.

Действия над комплексными числами в алгебраической форме

1) Для [image: image87.wmf], 
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[image: image88.wmf]00
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.

Другими словами: комплексное число равно нулю тогда и только тогда, когда у него действительная и мнимая части равны нулю.

Доказательство. [image: image89.wmf]0(, )(0, 0)0
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+=«=«==

. 

2) Для [image: image90.wmf], , , 
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[image: image91.wmf]abicdiacbd
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Другими словами: два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда у них, соответственно, равны действительная и мнимая части.

Доказательство. [image: image92.wmf](, )(, )

abicdiabcdacbd

+=+«=«=Ù=
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3) Для [image: image93.wmf], , , 
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[image: image94.wmf]()()()()
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Другими словами: чтобы сложить два комплексных числа, нужно, соответственно, сложить их действительные и мнимые части.

Доказательство. [image: image95.wmf]()()(, )(, )(, )

abicdiabcdacbd
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[image: image96.wmf]()()
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4) Для [image: image97.wmf], , , 
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Доказательство. [image: image99.wmf]()()(, )(, )(, )
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5) Для [image: image101.wmf], 
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[image: image102.wmf]()
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Доказательство. [image: image103.wmf]()(, )(, )
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6) Для [image: image104.wmf], 
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, если [image: image105.wmf]0
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Доказательство. [image: image107.wmf]112222
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п.3. Операция сопряжения.

Определение. Пусть комплексное число [image: image109.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image110.wmf]abi

a
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. Числом сопряжённым с [image: image111.wmf]a

 называется число [image: image112.wmf]abi

a
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. 

Свойства операции сопряжения

Для [image: image113.wmf], 
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, где [image: image114.wmf]abi
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Доказательство. [image: image118.wmf]a
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5) [image: image119.wmf]R
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Доказательство. [image: image120.wmf]0
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6) [image: image121.wmf]22
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Доказательство. [image: image122.wmf]22222
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С помощью операции сопряжения удобно производить деление комплексных чисел. Чтобы записать в алгебраической форме дробь с комплексными числителем и знаменателем нужно умножить числитель и знаменатель дроби на число, сопряжённое со знаменателем, и вычислить произведения в числителе и знаменателе. 

п.4. Модуль комплексного числа.

Пусть [image: image123.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image124.wmf]abi

a
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.

Определение. Модулем комплексного числа [image: image125.wmf]a

 называется неотрицательное действительное число [image: image126.wmf]2
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Свойства модуля.

Для [image: image127.wmf], 
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, где [image: image128.wmf]abi
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, [image: image129.wmf]cdi

b

=+
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1) [image: image131.wmf]00
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Доказательство. [image: image132.wmf]2222
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2) [image: image134.wmf]2
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3) [image: image135.wmf]2
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Доказательство. Свойство следует из свойства 6 операции сопряжения. 

4) [image: image136.wmf]abab
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Доказательство. [image: image137.wmf]222
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Отсюда следует нужное утверждение. 

5) Если [image: image138.wmf]0
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, то [image: image139.wmf]1
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Доказательство. [image: image140.wmf]11
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6) Неравенство треугольника: [image: image141.wmf]abab
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.

Доказательство. Докажем сначала неравенство

[image: image142.wmf]11
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.

Имеем

(2) [image: image143.wmf]22
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так как
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Из (2) следует, что

[image: image145.wmf]2
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Из последнего неравенства следует неравенство (1).

Докажем теперь неравенство треугольника. Неравенство треугольника, очевидно, выполнено для [image: image146.wmf]0
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. Докажем неравенство треугольника для [image: image147.wmf]0
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. Имеем
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7) [image: image149.wmf]abab
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Доказательство. [image: image150.wmf]()()

aabbabbabb
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. Отсюда следует нужное неравенство. 

8) [image: image151.wmf]abab
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Доказательство. Справедливы неравенства

[image: image152.wmf]abab
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, [image: image153.wmf]()
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Одно из подчёркнутых чисел совпадает с [image: image154.wmf]ab

-

. 

п.5. Геометрическая интерпретация комплексных чисел.

Пусть [image: image155.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image156.wmf]abi

a
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. Поставим в соответствие числу [image: image157.wmf]a

 точку плоскости с координатами [image: image158.wmf](, )

ab

. Это соответствие является биекцией множества комплексных чисел на множество точек плоскости. Проиллюстрируем это соответствие Рис.1. В дальнейшем мы будем считать, что точками плоскости являются комплексные числа и будем называть эту плоскость комплексной плоскостью.

Числа [image: image159.wmf]a

 и [image: image160.wmf]a

 расположены симметрично относительно оси абсцисс. Действительные числа расположены на оси абсцисс, поэтому ось абсцисс - ось действительных чисел. На оси ординат расположены числа, у которых действительная часть равна нулю. Иногда ось ординат называют осью мнимых чисел.

Геометрический смысл модуля

Из Рис.1 видно, что расстояние от начала координат до числа [image: image161.wmf]a

 равно [image: image162.wmf]22

ab

+

. Поэтому геометрический смысл [image: image163.wmf]a

 - расстояние от [image: image164.wmf]a

 до начала координат. 
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Пример. Изобразим на комплексной плоскости, на Рис.2, множества, заданные, соответственно, следующими условиями: [image: image165.wmf]1
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; [image: image166.wmf]1
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; [image: image167.wmf]1
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. 


 y ( z ( =1 y ( z ( (1 y ( z ( (1

 i i i 

 - 1 1 - 1 1 - 1 1 

 0 0 0 

 

- i - i - i

Рис.2.

Пусть [image: image168.wmf]b

 записано в алгебраической форме [image: image169.wmf]cdi

b
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. Имеем

[image: image170.wmf]22
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.

Из Рис.3 видно, что геометрический смысл модуля разности комплексных чисел - расстояние между этими числами.
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Рис.3.
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Пример. Изобразим на комплексной плоскости, на Рис.4, множества, заданные, соответственно, следующими условиями: [image: image171.wmf]12
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; [image: image172.wmf]1
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.
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Рис.4.

Геометрическая интерпретация комплексных чисел векторами плоскости

Поставим в соответствие числу [image: image173.wmf]a

 связаный вектор плоскости с началом в начале координат и с концом в точке [image: image174.wmf]a

. Установленное соответствие является биекцией между множеством комплексных чисел и множеством связаных векторов плоскости с началом в начале координат. Проиллюстрируем эту связь на Рис.5.
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0 Рис.5
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Геометрический смысл модуля комплексного числа [image: image175.wmf]a

, при интерпретации чисел векторами, - длина вектора [image: image176.wmf]a

. Сумма комплексных чисел находится как сумма векторов.

п.6. Тригонометрическая форма записи комплексного числа.

Определение. Аргументом комплексного числа [image: image177.wmf]a

 называется число [image: image178.wmf] 

Arg

a

, равное величине угла между положительным направлением оси абсцисс и вектором [image: image179.wmf]a

, [image: image180.wmf] 

Arg

a

 определяется с точность до углов, кратных [image: image181.wmf]2

p

. Главным значением аргумента комплексного числа [image: image182.wmf]a

 называется то значение [image: image183.wmf] 

Arg

a

, которое принадлежит промежутку [image: image184.wmf](, ]

pp
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, оно обозначается [image: image185.wmf] 

arg
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 и [image: image186.wmf] 

arg
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. 

Пусть [image: image187.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image188.wmf]0

abi

a

=+¹

. Тогда из геометрической интерпретации [image: image189.wmf]a

 следует, что:

[image: image190.wmf]  2, 

ArgargkkZ
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;

[image: image191.wmf] (/)
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, если [image: image192.wmf]0
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;

[image: image193.wmf] (/)
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, если [image: image194.wmf]0, 0
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;

[image: image195.wmf] (/)
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, если [image: image196.wmf]0, 0

ab

<<

.

Заметим, что [image: image197.wmf] 

arg

a

 выражается только в радианах, [image: image198.wmf] 0

arg

 не определён.

Теорема 4. Каждое комплексное число [image: image199.wmf]0

a

¹

 может быть записано в виде

[image: image200.wmf](cos( )sin( ))(cos( )sin( ))

argiargArgiArg

aaaaaaa

=+=+

.

Доказательство. Изобразим [image: image201.wmf]a

 вектором комплексной плоскости, 

см. Рис.6.

 

y

b ( 

Рис.6.

0 a x

Угол, образованный вектором [image: image202.wmf]a

 и положительным направлением оси абсцисс, равен [image: image203.wmf] 

arg

a

, следовательно, [image: image204.wmf]cos( ), 

aargb

aa

==

 [image: image205.wmf]sin( )

arg

aa

=

. Поэтому[image: image206.wmf]cos( )sin( )

abiargarg

aaaaa

=+=+=

 [image: image207.wmf](cos( )sin( ))

argiarg

aaa

=+

. 

Определение. Если комплексное число [image: image208.wmf]a

 записано в виде [image: image209.wmf](cos

aaj

=+

 [image: image210.wmf]sin)

i

j

+

, то говорят, что [image: image211.wmf]a

 записано в тригонометрической форме. 

Правила действий с комплексными числами, записанными в тригонометрической форме.

Пусть комплексные числа [image: image212.wmf], 

ab

 записаны в тригонометрической форме 

[image: image213.wmf](cossin), (cossin)

ii

aajjbbyy

=+=+

.

1) [image: image214.wmf](cos()sin())

i

ababjyjy

=+++

, 

то есть при умножении комплексных чисел, записанных в тригонометрической форме, их модули перемножаются, а аргументы складываются.

Доказательство.

[image: image215.wmf](cossin)(cossin)((coscossinsin)

ii

abajjbyyabjyjy

=++=-+


[image: image216.wmf](cossinsincos))(cos()sin())

ii

jyjyabjyjy

++=+++

. 

2) Если [image: image217.wmf]0

b

¹

, то

[image: image218.wmf]/(/)((cos()sin())

i

ababjyjy

=-+-

, 

то есть при делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются.

Доказательство. Обозначим [image: image219.wmf](/)((cos()sin())

i

gabjyjy

=-+-

. Так как [image: image220.wmf](/)((cos()sin())((cossin))

ii

gbabjyjybyy

=-+-+=

 [image: image221.wmf](cossin)

i

ajja

=++=

, то нужное утверждение доказано. 

3) Если [image: image222.wmf]0

b

¹

, то

[image: image223.wmf]1

1

(cos()sin())

i

bbyy

-

-

=-+-

.

4) Формула Муавра. Для [image: image224.wmf]nN

"Î

, 

[image: image225.wmf](cossin)

n

n

nin

aajj

=+

.

Доказательство. Формула Муавра является следствием правила 1. 

5) Обобщённая формула Муавра. Для [image: image226.wmf]nZ

"Î

, 

[image: image227.wmf](cossin)

n

n

nin

aajj

=+

.

Доказательство. Обобщённая формула Муавра является следствием формулы Муавра и свойства 3). 

п.7. Показательная форма записи комплексного числа.

Обозначение. Для [image: image228.wmf]wR

"Î

 обозначим

[image: image229.wmf]cossin

iw

ewiw

=+

. (1)

Равенство (1) называют формулой Эйлера. При этом обозначении, запись комплексного числа [image: image230.wmf]0, (cossin)

zzzwiw

¹=+

 в показательной форме принимает вид

[image: image231.wmf]iw

zze

=

. (2)

Из равенства (1) и правил действия с комплексными числами, записанными в тригонометрической форме, следует справедливость следующей теоремы .

Теорема 5. Для [image: image232.wmf], , n

uwRZ

"Î"Î

 справедливы равенства:

1) [image: image233.wmf]0

1

i

e

=

 ;

2) [image: image234.wmf]()

iuw

iuiw

eee

+

=

;

3) [image: image235.wmf](2)

iuniu

ee

p

+

=

;

4) [image: image236.wmf]1/

iwiw

ee

-

=

;

5) [image: image237.wmf]1

iw

e

=

; 

6) [image: image238.wmf]()

n

iwinw

ee

=

; 

7) [image: image239.wmf]12

iw

ewn

p

=«=

 

п.8. Связь между тригонометрическими и гиперболическими функциями.

Из формул Эйлера следует, что для [image: image240.wmf]wR

"Î


[image: image241.wmf]cossin, cossin

iwiw

ewiwewiw

-

=+=-

.

Складывая и вычитая эти равенства находим, что для [image: image242.wmf]wR

"Î

:

(1) [image: image243.wmf]1

cos()

2

iwiw

wee

-

=+

;

(2) [image: image244.wmf]1

sin()

2

iwiw

wee

i

-

=-

.

Как известно, из курса математического анализа, гиперболические косинус, синус, тангенс, котангенс, соответственно, [image: image245.wmf](), sh(), th(),

chwww

 [image: image246.wmf]cth()

w

, для [image: image247.wmf]wR

"Î

, определяются равенствами:

[image: image248.wmf]1

()()

2

ww

chwee

-

=+

; [image: image249.wmf]1

sh()()

2

ww

wee

-

=-

;

[image: image250.wmf]sh()

th()

()

w

w

chw

=-

; [image: image251.wmf]()

cth()

sh()

chw

w

w

=

.

Если в формулах (1), (2), заменить [image: image252.wmf]w

 на [image: image253.wmf]iw

, то мы получим формулы для определения значений [image: image254.wmf]cos(), sin(), tg(), ctg()

iwiwiwiw

. Эти формулы выражают гиперболические формулы через тригонометрические. Для [image: image255.wmf]wR

"Î

:

[image: image256.wmf]()cos()

chwiw

=

; [image: image257.wmf]()sin()

shwiiw

=-

;

[image: image258.wmf]()tg()

thwiiw

=-

; [image: image259.wmf]()ctg()

cthwiw

=

.

п.9. Корни из комплексных чисел.

Определение. Пусть [image: image260.wmf]zC

Î

, [image: image261.wmf]nN

Î

. Комплексное число [image: image262.wmf]x

 называется корнем степени [image: image263.wmf]n

 из [image: image264.wmf]z

, если [image: image265.wmf]n

xz

=

.

Теорема 6. Пусть [image: image266.wmf]nN

Î

, [image: image267.wmf](

)

rootn

 - множество всех корней степени [image: image268.wmf]n

из 1. Тогда алгебра [image: image269.wmf](

)

(

)

1

, , , 1

rootn

-

×

- группа, (которая называется группой корней степени [image: image270.wmf]n

из 1).

Доказательство. Пусть [image: image271.wmf](

)

,

xyrootn

Î

.

Проверим, что умножение – бинарная операция. Имеем [image: image272.wmf](

)

11

n

nnnn

x

уxyxyxy

==®==®

 - корень степени [image: image273.wmf]n

 из 1.

Проверим, что [image: image274.wmf]1

-

- унарная операция. Имеем [image: image275.wmf](

)

(

)

1

11

11

n

nn

xxxx

-

--

=®==®

 - корень степени [image: image276.wmf]n

 из 1.

Очевидно, что 1 – корень степени [image: image277.wmf]n

 из 1.

Доказано, что [image: image278.wmf](

)

(

)

1

, , , 1

rootn

-

×

 - алгебра.

То, что алгебра [image: image279.wmf](

)

(

)

1

, , , 1

rootn

-

×

 - группа, следует из свойств комплексных чисел.

Теорема 7. Для [image: image280.wmf]nN

"Î

 существует точно [image: image281.wmf]n

 различных корней [image: image282.wmf]k

x

 степени [image: image283.wmf]n

 из 1, [image: image284.wmf]22

cos sin

k

kk

xi

nn

pp

=+

, [image: image285.wmf]0,1,...,1

kn

=-

. (1)

Все корни расположены в вершинах правильного n-угольника, вписанного в окружность единичного радиуса, одна из которых расположена в точке с координатами (1, 0).

Доказательство. Проверим сначала, что числа [image: image286.wmf]k

x

, заданные равенством (1), являются корнями степени [image: image287.wmf]n

 из 1. Действительно, [image: image288.wmf]22

cos sincos 2 sin 21

n

n

k

kk

xikik

nn

pp

pp

æö

=+=+=

ç÷

èø

.

Докажем, что любой корень [image: image289.wmf]x

степени [image: image290.wmf]n

из 1 может быть вычислен по формуле (1). Т.к. [image: image291.wmf]0

x

¹

, то [image: image292.wmf]x

 можно записать в показательой форме [image: image293.wmf]iw

xxe

=

.

Имеем [image: image294.wmf]111

n

n

xxx

=®=®=

. Поэтому [image: image295.wmf]iw

xe

=

, [image: image296.wmf]1

ninw

xe

==

, [image: image297.wmf]2

nwt

p

=

, где [image: image298.wmf]tZ

Î

. По теореме о делении с остатком, существуют такие [image: image299.wmf], 

qrZ

Î

, что [image: image300.wmf]tnqr

=+

, где [image: image301.wmf]0

rq

££

. 

Значит, [image: image302.wmf](

)

2

22

2

nqr

tr

wq

nnn

p

pp

p

+

===+

, [image: image303.wmf]2222

cos2 sin2cos sin

iw

rrrr

xeiqi

nnnn

pppp

pp

æöæöæöæö

==+++=+

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

, т.е. вычисляется по формуле (1).

Изобразив числа, заданные формулой (1), на комплексной плоскости, мы увидим, что они расположены в вершинах правильного n-угольника, вписанного в окружность единичного радиуса, одна из которых расположена в точке с координатами (1, 0). В частности, числа, заданные формулой (1), попарно различны.

Теорема 8. Пусть [image: image304.wmf]nN

Î

, [image: image305.wmf]zC

Î

, [image: image306.wmf]0

z

¹

, [image: image307.wmf](

)

cos sin

zzwiw

=+

. Тогда существует точно [image: image308.wmf]n

 различных корней [image: image309.wmf]k

y

 степени [image: image310.wmf]n

 из [image: image311.wmf]z

, [image: image312.wmf]1/

22

cos sin

n

k

wkwk

yzi

nn

pp

++

æö

=+

ç÷

èø

, [image: image313.wmf]0,1,...,1

kn

=-

. (2)

Доказательство. Проверим сначала, что числа [image: image314.wmf]k

y

, заданные равенством (2), являются корнями степени [image: image315.wmf]n

 из [image: image316.wmf]z

. Действительно, [image: image317.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

cos2 sin2cos sin

n

k

yzwkiwkzwiwz

pp

=+++=+=

.

Пусть [image: image318.wmf]y

- корень степени [image: image319.wmf]n

 из [image: image320.wmf]z

. Докажем, что он вычисляется по формуле (2). Рассмотрим число [image: image321.wmf]0

/

yy

, где [image: image322.wmf]0

y

 определено формулой (2). Имеем [image: image323.wmf](

)

00

///1.

n

nn

yyyyzz

===


Следовательно [image: image324.wmf]0

/

yy

 - корень степени [image: image325.wmf]n

 из 1, т.е. [image: image326.wmf]0

/

yy

 совпадает с одним из чисел [image: image327.wmf]k

y

. Имеем [image: image328.wmf]00

/

kk

yyxyxy

=®==

 [image: image329.wmf]1/1/

2222

cossincos sincossin.

nn

kkwwwkwk

ziizi

nnnnnn

pppp
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æöæöæö
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Из вышедоказанного следует, что числа [image: image330.wmf]k

y

 попарно различны.

п.10. Мультисекция.

Теорема 1. (о мультисекции многочлена) Пусть

[image: image331.wmf]0

()

r

r

r

fxfx

³

=

å

 - многочлен с числовыми коэффициентами, [image: image332.wmf]0

, , 0qm

qNmN

ÎÎ£<

. Тогда

[image: image333.wmf]1

1

00

()

m

qmksqs

qmk

m

ks

fxfx

aa

-

+-

+

³=

=

åå

, (1)

где [image: image334.wmf]2 /

im

e

p

a

=

.

Доказательство. Для [image: image335.wmf]1

m

=

 равенство (1) очевидно выполнено. Докажем (1) для [image: image336.wmf]1

m

>

. Имеем

[image: image337.wmf]111

2 ()/

111
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sqsrrsqsrirqsm
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mmm

ssrrs

fxfxfxe

p

aaa

---
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==³³=

==

ååååå

 (2)

Если  - целое, то [image: image338.wmf]2 ()/

1

irqsm

e

p

-

=

 и [image: image339.wmf]1

2 ()/

1

0

1

m

irqsm

m

s

e

p

-

-

=

=

å

.

Если  - не целое, то [image: image340.wmf]2 ()/

1

irqsm

e

p

-

¹

 и по формуле суммы членов геометрической прогрессии

[image: image341.wmf]1

1

2 ()

2 ()/

1

2 /
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1

1
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m
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irqsm
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e
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.

Поэтому в (2) суммирование нужно вести только по тем [image: image342.wmf]r

, для которых [image: image343.wmf]0

()/, 

rqmkkN

-=Î

. Отсюда следует (1). 

Заметим, что равенство (1) справедливо не только для многочленов, но и для рядов.

Следствие 1. Пусть [image: image344.wmf]0

, , , 0q<m

nmNqN

ÎÎ£

. Тогда

. (3)

Доказательство. Рассмотрим многочлен

.

Применяя мультисекцию к многочлену , получим, что

, 

где . Полагая [image: image345.wmf]1

x

=

 в последнем равенстве получим, что

[image: image346.wmf]0

1

0

1

(1)

k

m

snqs

s

n

qmk

m

aa

³

-

-

=

æö

=+

ç÷

+

èø

åå

. (4)

Имеем

[image: image347.wmf]2/2/

, ,

ssimqssqim

ee

pp

aa

--

==


[image: image348.wmf]2/2

22

111cossin2cos2sincos

ssim

sssss

eii

mmmmm

p

ppppp

a

+=+=++=+=


[image: image349.wmf]/

2cos(cossin)2cos,

sim

ssss

ie

mmmm

p

pppp

=+=


[image: image350.wmf]/2/(2)/

(1)(2cos)(2cos)

snqsnnsimsqimnsnqim

ss

eee

mm

ppp

pp

aa

---

+==


[image: image351.wmf](2)

Re((1)(2cos)cos

snqsn

ssnq
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pp
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-

-

+=

.

Приравнивая действительные части обеих частей равенства (4), получаем равенство (3). 

п.11. Упорядоченные поля.

Определение. Упорядоченным полем называется алгебраическая система 

[image: image352.wmf](, , , , 0, 1, )

P

+×-£

 такая, что:

1) алгебра [image: image353.wmf](, , , , 0, 1)

P

+×-

 - поле;

2) [image: image354.wmf]£

 - линейный порядок на [image: image355.wmf]P

;

3) для [image: image356.wmf], , c

abP

"Î


[image: image357.wmf]c

ababc

£®+£+

;

4) для [image: image358.wmf], 

abP

"Î


[image: image359.wmf]0c

abcabc

£Ù>®£

. 

Другими словами, упорядоченное поле - это поле, на множестве элементов которого определён линейный порядок [image: image360.wmf]£

, согласованный условиями 3), 4), с операциями сложения и умножения. Нетрудно проверить, что для упорядоченного поля выполнены обычные свойства неравенств, известные для действительных чисел. 

Примерами упорядоченных полей являются поле рациональных и поле действительных чисел. 

Теорема 9. Если [image: image361.wmf](, , , , 0, 1, )

P

+×-£

 - упорядоченное поле, то для [image: image362.wmf]aP

"Î

 из условия [image: image363.wmf]0

a

¹

, следует, что [image: image364.wmf]2

0

a

>

.

Доказательство. Так как [image: image365.wmf]£

 - линейный порядок, то [image: image366.wmf]0

a

>

 или [image: image367.wmf]0

a

<

. Если [image: image368.wmf]0

a

>

, то по условию 4) [image: image369.wmf]2

0

a

>

. Если [image: image370.wmf]0

a

<

, то [image: image371.wmf]0

a

->

 и по условию 4), [image: image372.wmf]2

()()0

aaa

=-->

. 

Теорема 10. Если [image: image373.wmf](, , , , 0, 1, )

P

+×-£

 - упорядоченное поле, то для [image: image374.wmf], 

a

"

[image: image375.wmf]bP

Î

 из условия [image: image376.wmf]00

ab

¹Ù¹

 следует, что [image: image377.wmf]22

0

ab

+¹

. 

Доказательство. Из теоремы 9 следует, что [image: image378.wmf]2

0

a

>

 и [image: image379.wmf]2

0

b

>

. Из условия 3 следует, что [image: image380.wmf]22

0

ab

+>

. 

Теорема 11. Поле комплексных чисел [image: image381.wmf](,,,,0,1)

C

+×-

 нельзя упорядочить.

Доказательство. Предположим противное - поле комплексных чисел [image: image382.wmf](,,,,0,1)

C

+×-

 упорядоченно. Так как [image: image383.wmf]10, i0

¹¹

, то по теореме 10 [image: image384.wmf]22

10

i

+¹

 - противоречие. 
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