Алгебра и алгебраические системы

Рассматриваются бинарные и n-местные операции, виды бинарных операций, вводятся понятия алгебры, подалгебры, алгебраической системы, приводятся примеры. 

п.1. Бинарные и n-местные операции.

Пусть [image: image1.wmf]A

- непустое множество, то есть [image: image2.wmf]A

¹Æ

.

Определение. Бинарной операцией на множестве [image: image3.wmf]A

 называется ото​бражение прямого произведения [image: image4.wmf]AAA

´®

.

Другими словами: если каждой упорядоченной паре элементов мно​жества [image: image5.wmf]A

 поставлен в соответствие единственный элемент из [image: image6.wmf]A

, то гово​рят, что задана бинарная операция на множестве [image: image7.wmf]A

.

Пример.

Пусть [image: image8.wmf], 

AB

- произвольные высказывания

[image: image9.wmf]Ù

: [image: image10.wmf](, )
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- бинарная операция на множестве высказываний.

Пусть [image: image11.wmf], 
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- произвольные множества

[image: image12.wmf]È

: [image: image13.wmf](, )
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- бинарная операция на множестве множеств.

Пусть [image: image14.wmf], 
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[image: image15.wmf]+

: [image: image16.wmf](, )
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- бинарная операция на множестве действительных чисел.

[image: image17.wmf]/

: [image: image18.wmf](, )
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- не является бинарной операцией на множестве [image: image19.wmf]R

, так как [image: image20.wmf]0
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Если [image: image21.wmf]f

- произвольная бинарная операция на множестве [image: image22.wmf]A

 и паре [image: image23.wmf](, )

ab

 ставится в соответствие элемент [image: image24.wmf]c

 (то есть [image: image25.wmf](, )
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), то вместо записи [image: image26.wmf](, )
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 пишут [image: image27.wmf]  
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, то есть имеем [image: image28.wmf]:(, )
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 [image: image29.wmf](, )  
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. Элемент [image: image30.wmf]c

 называется компози​цией элементов [image: image31.wmf], 

ab

.

Определение. Пусть [image: image32.wmf]nN
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. Отображение [image: image33.wmf]...

n
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 назы​вается [image: image34.wmf]n

- местной операцией на множестве [image: image35.wmf]A

. Число [image: image36.wmf]n

- ранг опера​ции.

Определение. Нульместной операцией на множестве [image: image37.wmf]A

 называется выделение (фиксация) какого-нибудь элемента множества [image: image38.wmf]A

. Число [image: image39.wmf]0

 назы​вается рангом нульместной операции.

Определение. Одноместные операции называются унарными опера​циями. Другими словами: унарная операция каждому элементу из множе​ства [image: image40.wmf]A

 ставит в соответствие элемент из множества [image: image41.wmf]A

, то есть унарная опе​рация – это отображение множества [image: image42.wmf]A

 во множество [image: image43.wmf]A

.

Унарную операцию называют оператором.

Пример.

Пусть [image: image44.wmf]A

- множество натуральных чисел

[image: image45.wmf]2
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 - унарная операция 

[image: image46.wmf]1
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 - не является унарной операцией

На множестве высказываний операция [image: image47.wmf]Ø

: [image: image48.wmf]AA
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 - унарная опера​ция

На множестве подмножеств универсального множества операция до​полнения – унарная операция.

Определение. Отображение из множества [image: image49.wmf]n

AA
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 называется частич​ной [image: image50.wmf]n

- местной операцией на множестве [image: image51.wmf]A

, если область определе​ния отображения не совпадает с [image: image52.wmf]n

A

.

Виды бинарных операций

Пусть [image: image53.wmf], 

TS

- бинарные операции на множестве [image: image54.wmf]A

.

Операция [image: image55.wmf]T

- коммутативна на множестве [image: image56.wmf]A
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 [image: image59.wmf]    
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Операция [image: image60.wmf]T

- ассоциативна на множестве [image: image61.wmf](, , )
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Операция [image: image63.wmf]T

- дистрибутивна слева относительно операции [image: image64.wmf]S
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aTbScaTbSaTc

=

. 

Операция [image: image68.wmf]T

 дистрибутивна справа относительно операции [image: image69.wmf]S
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Пример.

Операция [image: image73.wmf]+

 на множестве [image: image74.wmf]R

- коммутативна, ассоциативна.

Операция [image: image75.wmf]´

 на множестве [image: image76.wmf]R

- коммутативна, ассоциативна. 

На множестве множеств операции [image: image77.wmf]È

 и [image: image78.wmf]Ç

 дистрибутивны относи​тельно друг друга.

На множестве функций композиция функций - ассоциативная опера​ция, не является коммутативной операцией.

п.2. Понятие алгебры.

Определение. Алгебра [image: image79.wmf](, )
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, где [image: image80.wmf]A
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, [image: image81.wmf]W

- множество опера​ций на [image: image82.wmf]A

. 

Другими словами: если мы говорим об алгебре, то считаем, что за​дано множество и заданы операции.

Пример.

Пусть [image: image83.wmf]A

- множество высказываний

[image: image84.wmf]{

}

(,, , , , )

AA

=ØÚÙ®«

- алгебра логики высказываний.

Пусть [image: image85.wmf]A

- множество натуральных чисел

[image: image86.wmf]{
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- алгебра натуральных чисел относительно операций [image: image87.wmf]+

 и [image: image88.wmf]´

. 

Определение. Алгебра [image: image89.wmf](, )

BBW
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=

 называется подалгеброй алгебры [image: image90.wmf](, )
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=

, если множество [image: image91.wmf]BA
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; [image: image92.wmf]W

¢

- ограничение операции [image: image93.wmf]W

.

Определение. Алгебраическая система [image: image94.wmf]A

- это упорядоченная тройка [image: image95.wmf](, , )
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, где [image: image96.wmf]A
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, [image: image97.wmf]W

- множество операций на [image: image98.wmf]A

; [image: image99.wmf]V

- мно​жество отношений на [image: image100.wmf]A

. 
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