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Важливе місце в курсі алгебри посідають симетричні многочлени та, зокрема, застосування симетричних многочленів при розв’язуванні рівнянь, систем рівнянь, вилучення коренів, доведення тотожностей, звільнення від ірраціональності у дробах тощо. Цими питаннями займалися багато вчених, зокрема, Франсуа Вієт. 
Франсуа Вієт розробив ряд важливих питань теорії рівнянь 1 — 4 степенів. Він сформулював і довів кілька теорем про взаємозв'язки між коренями і коефіцієнтами рівнянь, зокрема, й теорему про зведене квадратне рівняння (теорема Вієта). На сьогоднішній день теорема Вієта є необхідною і важливою частиною шкільної програми. 
Дана курсова робота складається з вступу, двох розділів, висновків і списку використаних джерел. Перший розділ «Теоретичні положення про симетричні многочлени та їх властивості» складається з двох параграфів. Вони присвячені загальним поняттям та основним властивостям симетричних многочленів. Другий розділ «Застосування симетричних многочленів» містить в собі приклади застосування симетричних многочленів на практиці. Розділ складається з чотирьох параграфів. Вони присвячені застосування симетричних многочленів до розв’язуванні систем рівнянь, доведення тотожностей, звільнення від ірраціональності у дробах та вилучення коренів.
властивість рівняння симетричний многочлен
РОЗДІЛ I. ТЕОРЕТИЧНІ ПОЛОЖЕННЯ ПРО СИМЕТРИЧНІ МНОГОЧЛЕНИ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТІ
1.1 Загальні поняття про симетричний многочлен

Серед найбільш важких завдань на розв’язання систем рівнянь вищих степенів є наступні:
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Усі ці системи мають одну загальну властивість - ліві частини рівнянь є многочленами, у які x і y входять однаковим способом. 
Означення. Многочлен від x і y називають симетричним, якщо він не змінюється при заміні x на y, та y на x.
Означення. Симетричний многочлен — многочлен від n змінних F(x1, x2, …, xn), що не змінюється при всіх перестановках змінних. Тобто многочлен F є R [x1, x2, …, xn] від n змінних над комутативним кільцем R є симетричним якщо для довільної перестановки.
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Справедлива рівність: F(x1, x2, …, xn)
Симетричні многочлени утворюють підалгебру R-алгебри R [x1, x2, …, xn] многочленів від n змінних над кільцем R.

Многочлен x2y + xy2 - симетричний. Навпаки, многочлен x3 - 3y2 не є симетричним: при заміні x на y, а y на x він перетворюється на многочлен y3 - 3x2, який не збігається з первинним.

Приведемо найважливіші приклади симетричних многочленів. Як відомо з арифметики, сума двох чисел не міняється при перестановці доданків, тобто: 

x + y = y + x

для будь-яких чисел x і y. Ця рівність показує, що многочлен x + y є симетричним. Так само із закону комутативності множення xy = yx
витікає, що добуток xy є симетричним многочленом. Симетричні многочлени x + y і xy є найпростішими. Їх називають елементарними симетричними многочленами від x і y. Для них використовують спеціальні позначення:

[image: image6.png]g, =X+Yy, 0, =Xy




Кожен многочлен від основних симетричних, є симетричним.
Окрім [image: image7.png]
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 , часто зустрічаються так звані степеневі суми, тобто многочлени x2 + y2, x3 + y3, . . ., xn + yn, . . . Прийнято означати многочлен xn + yn через sn. Таким чином,
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. (1)

Ця формула дозволяє послідовно знаходити Sn через [image: image14.png]
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 . Так за допомогою цієї формули можна послідовно знайти:
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і т . д. У таблиці 1 зведені вирази степеневих сум s1, s2, . . ., s10 через і ці вирази будуть нам корисні при розв’язанні задач.

Таблиця 1 Вираження степеневих сум sn = xn + yn через [image: image19.png]x+y o
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1.2 Властивості симетричних многочленів
Встановимо тепер деякі елементарні властивості довільних симетричних многочленів.

1. Сума, різниця і добуток симетричних многочленів над деяким полем Р є симетричними многочленами над цим полем.
Це твердження очевидне. 

Наслідок. 
Множина всіх симетричних многочленів над полем Р утворює область цілісності з одиницею відносно дій додавання і множення.  Зрозуміло, що це кільце є підкільцем всіх многочленів над полем Р.

2. Якщо симетричний многочлен f (x1, x2, …, xn) містить деякий член
[image: image21.png]


 (2)

то він містить і член, утворений з (2) внаслідок будь-якої перестановки показників [image: image22.png]1,1



.
Доведення. Оскільки, як відомо, від довільної перестановки показників[image: image23.png]1,1



 до всякої іншої перестановки цих показників можна перейти за допомогою скінченного числа транспозицій, то досить показати, що при транспозиції довільних двох показників степенів у члені (2) ми дістаємо знову деякий член симетричного многочлена

f (x1, x2, …, xn)
Виконуючи, наприклад, транспозицію показників , [image: image24.png]


та [image: image25.png]


, матимемо член
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 (3)

За означенням симетричного многочлена

f ([image: image27.png]


, [image: image28.png]


, …,[image: image29.png]


 xn) = f ([image: image30.png]
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 xn)
Але другий з цих многочленів повинен містити член (3), бо його дістаємо з члена (2) заміною [image: image33.png]


 на [image: image34.png]


 і навпаки. Тому внаслідок єдиності канонічної форми і даний многочлен повинен містити член (3). 

Наслідок. Якщо
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 (4)
є вищий член симетричного многочлена, то [image: image36.png]


 . 

Доведення.Справді, припустимо супротивне, тобто що при якомусь [image: image37.png]il



. На підставі властивості 2 даний многочлен разом з членом (4) містить і член
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 (5) 
Але з умови [image: image39.png]”



 випливає, що член (5) вищий за член (4), тобто член (4) не може бути вищим у многочлені. Ця суперечність доводить наше твердження.
Також можна сформулювати таку важливу властивість симетричних многочленів, яку називають основною теоремою.
Теорема1 (Основна теорема теорії симетричних многочленів): Всякий симетричний многочлен f (x1, x2, …, xn) від п змінних над полем Р можна подати у вигляді многочлена від основних симетричних функцій [image: image40.png]04,0,



 цих змінних, коефіцієнти якого належать тому самому полю Р. І таке зображення єдине.
Доведення. Зробимо насамперед такі зауваження.

1) Усіх членів певного степеня L, утворених з даних змінних x1, x2, …, xn (не враховуючи подібних), може бути лише скінченне число; це число, очевидно, дорівнює числу способів, якими можна подати як суму n невід'ємних цілих упорядкованих доданків.
2) Теорему досить довести для однорідних симетричних многочленів, бо всякий симетричний многочлен можна подати як суму однорідних симетричних многочленів. Справді, всякий многочлен є сумою однорідних многочленів. Якщо ж даний многочлен симетричний, то й кожний складовий однорідний многочлен повинен бути симетричний, бо при переставлянні змінних x1, x2, …, xn кожний член може перейти лише в член того самого степеня, тобто в інший член того самого однорідного складового многочлена.

3) Вищий член [image: image41.png]<



 будь-якого симетричного многочлена можна подати як вищий член деякого добутку основних симетричних функцій [image: image42.png]04,0,




Справді, розглянемо добуток
[image: image43.png]


(6)

За наслідком з властивості 2, всі степені [image: image44.png]


 [image: image45.png]


 — невід'ємні числа, тому (6) є многочленом від x1, x2, …, xn. За лемою, вищий член цього многочлена дорівнює добутку вищих членів многочленів [image: image46.png]04,0,



 (причому піднесення до степеня слід розглядати як множення однакових многочленів). Оскільки вищі члени[image: image47.png]04,0,



 дорівнюють відповідно x1; x1x2;…; x1x2… xn-1; x1x2… xn-1xn, то вищий член добутку (6) дорівнює:
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тобто (як це видно після елементарних перетворень) збігається з заданим членом [image: image49.png]


 
Після цих зауважень легко довести теорему.

1) Доведення Існування. Нехай вищий член симетричного многочлена f (x1, x2, …, xn) (який ми в результаті зауваження 2 можемо вважати однорідним многочленом степеня N) дорівнює 

[image: image50.png]Ak



(7)
Побудуємо симетричний многочлен 
[image: image51.png]



Згідно з зауваженням 3, вищий член цього многочлена дорівнює (7). Крім того, він однорідний, бо такими є всі многочлени [image: image52.png]04,0,



, а тому, очевидно, і їх добуток. Степінь многочлена [image: image53.png]g(xy,x,



 дорівнює степеню многочлена f (x1, x2, …, xn) бо в них однакові вищі члени.

Візьмемо

f1 ([image: image54.png]


, [image: image55.png]


, …[image: image56.png]


 xn) [image: image57.png]


f ([image: image58.png]


, [image: image59.png]


,[image: image60.png]


 xn) - [image: image61.png]g(xy,x,



 .

Зрозуміло, що f ([image: image62.png]


, [image: image63.png]


,[image: image64.png]


 xn) — також однорідний симетричний многочлен степеня N. Але [image: image65.png]


([image: image66.png]


, [image: image67.png]


,[image: image68.png]


 xn) вже не містить усіх членів цього степеня. Справді, він не містить вищого члена (7), який у цій різниці знищується. Крім того, в цій різниці знищуються всі n! членів, які дістаємо з вищого члена перестановкою показників [image: image69.png]1,1



 бо ці члени, за властивістю 2, входять в обидва симетричні многочлени.

Тепер зрозуміло, що [image: image70.png]


([image: image71.png]


, [image: image72.png]


,[image: image73.png]


 xn) може містити лише члени, нижчі за (7). Застосовуємо до цього многочлена той самий метод. Нехай вищий член многочлена має вигляд:
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(8)
Вважаючи 
[image: image75.png]9(xy, %5,
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і утворюючи різницю:
f2 ([image: image77.png]


, [image: image78.png]


, …[image: image79.png]


 xn) [image: image80.png]


f1 ([image: image81.png]


, [image: image82.png]


,[image: image83.png]


 xn) - [image: image84.png]10y, %,



,

бачимо, що [image: image85.png]


([image: image86.png]


, [image: image87.png]


,[image: image88.png]


 xn) є симетричний і однорідний многочлен степеня N, який не може містити ні члена (7), ні члена (8), а тільки члени, нижчі за них. Оскільки, взагалі, різних членів степеня N може бути лише скінченне число (зауваження 1), то, продовжуючи цей процес, ми на якомусь кроці обов'язково дістанемо, що різниця

fk+1 (x1, x2, …xп) = fk (x1, x2, …xп) - gk(x1, x2, …xn)

не може містити жодного члена степеня N, тобто дорівнює нулю. Тоді з рівностей
[image: image89.png]fi=



,

[image: image90.png]f=



,

.
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випливає, що
[image: image92.png]f=g+ g1+ .+ gi



.

А оскільки всі [image: image93.png]10y, %,



 виражені через [image: image94.png]04,0,



 добутки то многочлен f([image: image95.png]


, [image: image96.png]


,[image: image97.png]


 xn) подано як многочлен від основних симетричних функцій f([image: image98.png]


, [image: image99.png]


,[image: image100.png]


 xn) = [image: image101.png]@(0,0,



(9)

коефіцієнти якого знайдено з коефіцієнтів даного многочлена за допомогою операцій додавання і віднімання і тому належать полю Р. Теорему доведено. Справедлива також теорема про є д.и н і с т ь многочлена [image: image102.png]@(0,0,



 
2) Доведення єдиності.

Нехай маємо
f([image: image103.png]


, [image: image104.png]


,[image: image105.png]


 xn) = [image: image106.png]@1(0y,0,




f([image: image107.png]


, [image: image108.png]


,[image: image109.png]


 xn) = [image: image110.png]@,(04,0,




Тоді різниця
[image: image111.png]@(0,0,



 = [image: image112.png]@41(0y,0,,...,0,) — @, (05,0,




повинна дорівнювати нулю при будь-яких значеннях x1, x2, …, xn. 

Зауважимо, що многочлен [image: image113.png]@(0,0,



 можна розглядати двояко:як многочлен від x1, x2, …, xn (бо від цих змінних залежать [image: image114.png]0,,0



 ) і як многочлен від [image: image115.png]04,0,



нам треба розглянути останнє. Єдиність зображення (9) полягає саме в тому, що многочлени, [image: image116.png]941(04,0,,...,0,) 1 95 (04,0,



 мають однакові відповідні коефіцієнти, тобто що многочлен [image: image117.png]@(0,0,



 має коефіцієнти [image: image118.png]


 які дорівнюють нулю, в усіх членах [image: image119.png]


. Але [image: image120.png]


 залежні між собою, бо виражаються через ті самі змінні [image: image121.png]


, [image: image122.png]


,[image: image123.png]


 xn. У зв'язку з цим поряд з многочленом [image: image124.png]@(0,0,



 від залежних змінних розглянемо такий самий многочлен [image: image125.png]o1, Ys



 від незалежних змінних [image: image126.png]Y,y



. Тепер нам треба довести, що коли [image: image127.png]@(04,0,,...,0



 той [image: image128.png]o,y




. Те саме можна сформулювати й інакше: нам треба довести, що коли [image: image129.png]o,y




, то тоді й [image: image130.png]©(04,05, ..., ¢



 .

Доведемо це методом математичної індукції по n. Нехай n=1 і [image: image131.png]@(



. Через те, що [image: image132.png]


 в цьому разі дорівнює x1, то [image: image133.png]@(



, бо [image: image134.png]@(0y)



, що те саме, що й 
Нехай тепер п > 1, і наше твердження правильне для будь-якого числа змінних, меншого п. Чи може бути воно несправедливим для якогось многочлена від п змінних? Припустимо, що це так і існує многочлен [image: image135.png]o1, ¥,



такий, що [image: image136.png]o,y




, але [image: image137.png]©(04,05, ..., ¢



. Подамо [image: image138.png]o1, ¥,



за степенями yп
[image: image139.png]OV, Vs s Vne1sVn) = @i V1, V2, oo, Va1 VR + .





[image: image140.png]+ @1 (V1 Y2, w0 Y1)V + @0 (31, Vs, -




де [image: image141.png]@0 (v, s,




 — многочлени від [image: image142.png]Vi, V2,



, за нашим припущенням 

[image: image143.png]0(01,02, ., Ony, 0n) = 01(01,03, ., Op_y IOE + et 91(01,04, ..., 001 )0y +





[image: image144.png]+ @(01,05, . ,0,_1 )



(11)

Оскільки [image: image145.png]o0,y




 , то хоч би один з його коефіцієнтів в (10) не дорівнює нулю. Завжди можна вважати, що [image: image146.png]Qo V1, Y2, s V-



. Якщо [image: image147.png]0(i<D,ag




 , то надалі міркування проводять відносно многочлена [image: image148.png]01O, s,




, який дістаємо з [image: image149.png]o1, Ys



 після скорочення на. Виходить, що при уп = 0
[image: image150.png]@OV, Y2, s Yn-1,0) = @ (1,5,




 (12)
З другого боку, візьмемо в (11) хп = 0. Тоді [image: image151.png]


, а інші [image: image152.png]


, перетворюються в основні симетричні функції від (п-1) змінних. Позначимо їх через [image: image153.png]


.Отже, при хп = 0 з (11) дістаємо:
[image: image154.png]@(0,0,,.



, 0) = [image: image155.png]@o(0y,0,,



 (13)

Порівнюючи (12) з (13) бачимо, що ми прийшли до суперечності з припущенням індукції, а тому висловлене твердження справедливе і для п.
Єдиність зображення (9) доведено.

З основної теореми теорії симетричних многочленів можна зробити важливий висновок.

Теорема 2: Якщо f(x) — многочлен від однієї змінної над полем Р з коренями [image: image156.png]a; ,a;



(які можуть не належати Р), то будь-який симетричний многочлен f (x1, x2, …, xn) над полем Р при [image: image157.png]Xy = y,X; = Ay, X



 набуває значення, яке є елементом поля Р.
Доведення. Нехай дано якийсь многочлен n-го степеня від одного змінного (в зведеному вигляді) над полем Р:
[image: image158.png]fx)

A+ @y XM+ L+ agx+



(14)

Позначимо корені цього многочлена через [image: image159.png]


; вони можуть і не належати полю Р. Візьмемо тепер довільний симетричний многочлен [image: image160.png]g(xy, x,,



 над Р від п змінних. За основною теоремою теорії симетричних многочленів, многочлен [image: image161.png]9(xy,x,,



можна подати у вигляді многочлена від основних симетричних функцій [image: image162.png]04,0,



 з коефіцієнтами з поля Р, тобто [image: image163.png]G(X4,X,, .., X)) = 9(04,0,,



 
Візьмемо тепер тут [image: image164.png]Xy = y,X; = Ay, X



 . Тоді за формулами Вієта всі основні симетричні функції дорівнюватимуть відповідним коефіцієнтам многочлена (14) з належним знаком:

[image: image165.png]0,(ay, 05,y @) = @y + 0y + oty = —a,_;




[image: image166.png]0,(ay,as, -

@0+ WA+ et Ay Oy = Qs




……………………………………………………………

[image: image167.png]on(ay,a;, ..., a,) = @y, ... &, = (—1)"a,




У зв'язку з цим

[image: image168.png]g (a;,a,,...,a,) = @(—p_q,0p_5,... ,(—1)"ay).




Але тоді [image: image169.png]O(—Qp_y, .




 елемент поля Р як результат ви конання операцій додавання і множення над елементами з поля Р. Таким чином, [image: image170.png]g (ay,a,,




. Отже, ми довели таке твердження.
У ряді питань доводиться зустрічатися з задачею побудови за даним многочленом f(х) є Р [х] з коренями [image: image171.png]Xp,X



 такого многочлена g(у), корені якого [image: image172.png]


 виражаються через відповідні корені [image: image173.png]


 за допомогою деякого многочлена у = f(х) над полем Р; [image: image174.png]


. Найпростіші задачі такого типу зустрічаються в шкільному курсі алгебри для Р = Q. Оскільки коефіцієнти [image: image175.png]


 многочлена g(у) відповідно до формул Вієта визначаються рівностями

[image: image176.png]=@ x)+e )+ -+ (x,),





[image: image177.png]Aps = @ (X))@ () + @ (x)p (53)+ -+ @ (-1 (x,)




……………………………………………………………

[image: image178.png](1), = ¢ (xe (x,




,
то вони є значеннями деяких симетричних многочленів над Р, аргументи яких є коренями даного многочлена f(х). З oсновної теореми теорії симетричних многочленів випливає, що завжди можна знайти вираз коефіцієнтів [image: image179.png]


через коефіціeнти даного многочлена, а з теореми 3 зрозуміло, що знайдений многочлен належатиме тому самому кільцю Р [х], що й даний многочлен.

Зауважимо, що сказане залишається справедливим і для більш загального випадку, коли [image: image180.png](x1,%,




,де [image: image181.png]@ (x3,%,



 - довільні симетричні многочлени над полем Р.

Розглянутий вище метод доведення основної теореми можна використати для практичного зображення симетричних многочленів через основні симетричні функції.

Приклад. Подати симетричний многочлен над полем 
[image: image182.png]FQy,%5,%3) = Xix,+ xX3x3 + X%



 +

+ [image: image183.png]2 4 x2
X3X3 + Xx53 — 4 (xf + x +2




через основні симетричні функції. Як і при доведенні теореми, запишемо цей многочлен як суму однорідних многочленів. Дістанемо:
[image: image184.png]f(X1,%5,%3) = @3 (X5,%5,%3) — 4, (X5,%5,%3) + 5




де [image: image185.png]= x2
@3 (1,%5,X3) = XIX; + X3X3 + X1 X5 + X, X5 + X3 %,




[image: image186.png]2 4+ x2 4 x2
@5 (X3,%5,%3) = X§ + x5 +x3




Спочатку [image: image187.png]@, (x,



 подамо через основні симетричні многочлени. Вищий його член є [image: image188.png]


 . Згідно з методикою доведення теореми, від [image: image189.png]@, (x4,



слід відняти многочлен
[image: image190.png]X1, X; =0{"t0;""
g(x1,%5,%3) = 07 *0;7 %03 = 0,0,.




бо система показників у вищому члені є 2, 1, 0. Але немає потреби фактично виконувати це віднімання. Спираючись на можливість і єдиність зображення даного многочлена у вигляді многочлена [image: image191.png]@(0y,0,,



досить визначити можливий вигляд членів [image: image192.png]@(04,0,,



 і скористатися методом невизначених коефіцієнтів.

У різниці [image: image193.png]@1 (x3,%5,%3) — g (x4



 знищаться всі члени виду [image: image194.png]Ax



 з довільною перестановкою показників 2, 1, 0. Проте одночасно можуть з'явитися члени того самого степеня 3, але з іншою, нижчою системою показників, а саме: 1, 1, 1. Отже, потім треба буде відняти симетричний многочлен

[image: image195.png]g, (x,x:

1, X, X3) = 01103 oy
03 =
3 =03




Тому можна записати: [image: image196.png]


,
де а — невизначений поки що коефіцієнт, тобто:

[image: image197.png]XTX, + XTXg + X X5 + X1 X3 + X5X5 + X5





[image: image198.png](1 + 25+ 13) (012, + Xx3 + X, X3) + ax; X%,




Щоб знайти а, досить надати деяких числових значень змінним[image: image199.png]


 наприклад [image: image200.png]


 = 1. Тоді дістанемо 6 = 9 + а. Отже, а = [image: image201.png]


3. Таким чином,

[image: image202.png]@, (x1,%5,%3) = 0,
,0, — 30,




Аналогічно міркуватимемо відносно многочлена

[image: image203.png]2 4+ x2 4 x2
@5 (X3,%5,%3) = X§ + x5 +x3




Можливі системи показників тут будуть 2, 0, 0 і 1, 1, 0. Отже, відніматимемо такі многочлени:
[image: image204.png]g, (x;
2 (X1,%5,%3) = 077103703 = of,
2 o3 = o1,




[image: image205.png]g3 (Xy,%3,%3) = 0,770,703 =0,
(x1,%5,%3) = 0170} %0F
a!
o




І далі, аналогічно до попереднього, [image: image206.png]@, (x1,%5,%3) = 0



. При [image: image207.png]


 = 1 маємо 3 = 32 + b [image: image208.png]


 3, тобто b = [image: image209.png]


2 і тому

[image: image210.png]@, (x1,%5,%3) = 07 —



(15)

Отже, дістаємо остаточно [image: image211.png]f(x3,%3,%3) = 010, — 305 — 4(07 — 2




РОЗДІЛ IІ. ЗАСТОСУВАННЯ СИМЕТРИЧНИХ  МНОГОЧЛЕНІВ

2.1 Розв’язування систем рівнянь
Дуже часто зустрічаються системи рівнянь, ліві частини яких симетрично залежать від невідомих x, y. В цьому випадку зручно перейти до нових невідомих [image: image212.png]x+yic




. За основною теоремою теорії симетричних многочленів, це завжди можливо. Необхідність такої заміни невідомих полягає в тому, що степені рівнянь після заміни зменшуються (оскільки [image: image213.png]


 є многочленом другої степені від x, y). Іншими словами, як правило, розв’язування системи відносно нових невідомих[image: image214.png]


 простіше, ніж розв’язування первинної системи.
Після того, як знайдені значення величин [image: image215.png]


 , треба знайти значення первинних невідомих x, y. Це може бути зроблено за допомогою наступної теореми

Теорема. Нехай [image: image216.png]


 - два довільні числа. Квадратне рівняння

[image: image217.png]72— 0.z +



 (*)
і система рівнянь
[image: image218.png]


 (**)
пов'язані один з одним таким чином: якщо z1, z2 – корні квадратного рівняння (*), то система (**) має два розв’язки:

і інших розв’язків не має; якщо x = a, y = b - розв’язки системи (**), то числа a і b є коренями квадратного рівняння (*).

Доведення. Якщо z1 і z2 – корні квадратного рівняння (*), то по формулах Вієта

[image: image219.png]z,+2, =0,




[image: image220.png]g,
Z1Zy =




тобто числа

є розв’язками системи (**). Те, що інших розв’язків система (**) не має, витікає з останнього твердження теореми, яке ми зараз доведемо.

Отже, нехай x = a, y = b - розв’язок системи (**), тобто
[image: image221.png]



ab =[image: image222.png]


.
Тоді ми маємо

[image: image223.png](a+b)z+ab=(z—a)(z—b).




Але це означає, що числа a і b являються коренями квадратного рівняння (*). Теорема доведена.

Наведемо приклади.

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь

[image: image224.png]F

x+y=5




Введемо нові невідомі [image: image225.png]x+yi




 знаходимо: 
[image: image226.png]



а тому для нових невідомих отримуємо наступну систему рівнянь:

[image: image227.png]{

o7 — 30,0, = 35,
o, =5.




З цієї системи рівнянь отримуємо [image: image228.png]


.

Отже, [image: image229.png]


 тобто для первинних невідомих x, y ми отримуємо наступну систему рівнянь :

[image: image230.png]{x+y:5,




Ця система рівнянь легко розв’язується, і ми отримуємо наступний розв’язок первинної системи:

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь
[image: image231.png]{x

x+y=3.




Розв’язання проводиться аналогічно. Вважаючи, що [image: image232.png]x+y,0



 приводимо початкову систему до вигляду
[image: image233.png]33,
2 =

+ 50,07

! 3

7 75a,a;1 i

&




Звідси для [image: image234.png]


 отримуємо квадратне рівняння

[image: image235.png]1507 — 1350, +210 = 0,




Чи
[image: image236.png]0; —90,+14=0.




З цього рівняння знаходимо два значення для: [image: image237.png]0, =210,

7




Таким чином, для первинних невідомих x, y отримуємо дві системи рівнянь:
[image: image238.png]


 та [image: image239.png]


Розв’язавши ці системи, знаходимо чотири розв’язки первинної системи:
[image: image240.png]


 [image: image241.png]


 
2.2 Доведення тотожностей

У цілому ряді завдань на доведення тотожності також з успіхом можуть бути застосовані елементарні симетричні многочлени. За основною теоремою симетричних многочленів, кожну степеневу суму [image: image242.png]s =xF 4



 можна представити у вигляді многочлена від, [image: image243.png]



Таблиця 2. 1 Вирази степенних сум [image: image244.png]


 через, [image: image245.png]



[image: image246.png]o} - 20,

a} - 30,0, + 30,

0} = 4ato,+ 207 + 40,0,

a} = 5o, + 50,03 + Sojuy— Hoyo,
o} = 80{a,+ 9ato; - 205 +

+60}0, - 120,0,0, + 303

T 750 + 140502 — 3
of = To00,+ 140}0; ~To,05 +

+70t0, - 210%0,0,+ 70,03 + T030,

S10

o —80%a,+200{0? ~ 160203 + 20} + 80P0, —
_ 3203 120202 + 240. 020, — 80,02
32070,0, + 120202 + 240,020, - 80,0
9_ 000 + 27502 — 300508 4
a; = 90{0,+ 270005 — 300703 + Qo0 +

2
|

9030,

+ 900, - 450{0,0,+ Shojoy0, + 180} 03 —

270,0,0% +30

10_ 4 350502 — 500703 + 250205
0!~ 1000, + 350{03 - 50003 + 250705 —
205+ 10070, — 600 1000302
=203 + 100{0, — 60070,0, + 10007 750, +

9250402 — 400. 030, — 6002002
+250{0; ~ 400,0}0, - 60070,0% +

+100,03 + 1507 0;





Кожну степеневу суму[image: image247.png]5 =xF 4



 можна представити у вигляді многочлена від [image: image248.png]


, [image: image249.png]


, за умови, що [image: image250.png]


.

Таблиця 2.2 Вирази степенних сум [image: image251.png]


 через [image: image252.png]


 при виконанні умови [image: image253.png]



[image: image254.png]0
20,
30,

202
202

-
~50,0,

302 - 20

B
T2,

20— 8002
20 - 80,02

9a
9o,

905+ 1502
207 +15050;





Існують одночлени, які не змінюються при перестановці змінних – симетричні одночлени. Легко побачити, що усі змінні в такий одночлен повинні входити в одному і тому ж степені, тобто цей одночлен повинен збігатися з добутком  (взятий з деяким числовим коефіцієнтом).

Якщо показники степеня одночлена є різними то цей одночлен не є симетричним. Щоб отримати симетричний одночлен, одним із доданків, якого є, необхідно додати до нього інші одночлени.

Позначимо через O – многочлен з найменшим числом членів, одним із доданків, якого є одночлен, цей многочлен має назву орбіта.

Для отримання орбіти одночлена необхідно додати до нього одночлени отримані за допомогою перестановок змінних x, y, z. Якщо три показники степеня (k, l, m) не рівні між собою, то орбіта O([image: image255.png]


 буде складатися з шести членів. Наприклад:
О([image: image256.png]x°yNz=xy*z+x°yz? + x*y°z + x?yz> + xy°z* +




Частинним випадком таких орбіт є степеневі суми:
O([image: image257.png]x*)=0(x*yz)

x*+yF 4+ 2




Якщо k = l = m, то орбіта є одночленом:

О([image: image258.png]xEykz*)



.

З цих формул за допомогою співвідношень 

[image: image259.png]O(zky!) = 0(z%) O(z!) — O(2*Y) (K #1).



(*)
Якщо k = l, то отримаємо

[image: image260.png]0(y") = £ ((0@H)? 0@)) .



(**)
З цього легко отримати вирази орбіт O(xkyl) через [image: image261.png]


за умови, що [image: image262.png]



У таблиці 2.3 наведені вирази деяких орбіт O(xkyl) через [image: image263.png]


, [image: image264.png]


 
Таблиця 2.3 Вирази орбіт O(xkyl) через [image: image265.png]



[image: image266.png]o,
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)
@2 20,0,
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Наприклад, 

[image: image267.png]O(2%%) = 0(2%) - O(a%) — O(x7) =558, — 57 =

= (~50y03) - (~20,) — To305 =3050, (npu 0, =0).




Приклад 1. Довести, що якщо x + y + z = 0, то 
[image: image268.png]x4+ 94
yi+zt=2(xy+xz




За таблицею 2.1 маємо:
[image: image269.png]x*+y*t+zt = s, =0f — 4020, +20%-



.

За умовою s1 = x + y + z = 0, і тому [image: image270.png]


.
Приклад 2. Довести, що якщо
x + y + z =[image: image271.png]+yi+zi= 3+ 4+



 , то xyz = 0.
Умова завдання записується у вигляді

[image: image272.png]o =1,
02— 20,=1,
0% —30,0, + 303 = 1.




З цієї системи рівності знаходимо, що s2=0 і s3 = 0. Рівність s3=0 і означає, що xyz=0.

Приклад 3. Довести, що якщо x + y + z = 0 і xy + xz + yz = 0, то справедлива рівність

[image: image273.png]3(x*y? + x32% + y3z%)
= (x3
3 +y*+ z%)%




З наведеної таблиці 2.3, легко знаходимо (за умов [image: image274.png]


 ) :

[image: image275.png]3.
X )73 + x3z%

+ y3z®
ox*y?®) =
=303;




крім того, згідно таблиці 2.2:
[image: image276.png]



З цих співвідношень безпосередньо витікає доводжувана рівність.

Приклад 4. Довести, тотожність
[image: image277.png](a+
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Для доведення позначимо число (– a – b) через c: с = – a – b. 
Тоді a + b + c = 0 і можна застосувати формули, запропоновані у таблиці 2. 2. Ліва частина доводжуваної тотожності перетвориться таким чином:
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[image: image279.png]



а права - таким чином:

[image: image280.png]%((a+ b +a*+b*) = %((—c)‘ +a*+b*) =




[image: image281.png]7
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Таким чином, доводжувана рівність справедлива.

Вказані способи доведення тотожності нерідко застосовуються у поєднанні з наступним прийомом: якщо обидві частини, тієї тотожності, що доводимо, виражається через різниці a[image: image282.png]


b, b[image: image283.png]


c, c[image: image284.png]


a, то зручно зробити заміну x = a[image: image285.png]


b, y = b[image: image286.png]


c, z = c[image: image287.png]


a, тоді x + +y + z = (a[image: image288.png]


b)(b[image: image289.png]


c)(c[image: image290.png]


a) = 0 і тому можна застосовувати формули, запропоновані у таблиці 2. 2. Той же прийом можна застосовувати при розкладанні на множники многочленів, що виражаються через різниці a[image: image291.png]


b, b[image: image292.png]


c, c[image: image293.png]


a. Розглянемо приклад.

Приклад 5. Розкласти на множники многочлен
[image: image294.png](a—b)*+(b—c)®+ (c—a)’




Вважаючи, що x = a[image: image295.png]


b, y = b[image: image296.png]


c, z = c[image: image297.png]


a, знаходимо:

[image: image298.png](@a—bP+(b-cP+(c—a)y=x>+y*+z>=5s;, =




[image: image299.png]=30;=3xyz=3(a—-b)(b—c)(c—a)




Ми скористались формулою [image: image300.png]


 , запропонована у таблиці 2. 2.

2.3 Звільнення від ірраціональності
Симетричні многочлени дозволяють розв’язати багато важких завдань про звільнення від ірраціональності в знаменнику. У разі, коли знаменник має вигляд [image: image301.png]


 або [image: image302.png]e



 цю задачу можна вирішити і без застосування симетричних многочленів. Для цього досить використовувати формули

[image: image303.png]x+ME-—y)




[image: image304.png]



[image: image305.png]x2RFL 4 op2Rtt = (x4 y) (2K — xRty 4 x2Rm2y





Складніше йде справа, якщо знаменник складається з трьох або більшого числа ірраціональних доданків. Тут і можуть допомогти симетричні многочлени. Розглянемо наступні приклади.

Приклад 1. Звільнитися від ірраціональності в знаменнику виразу

[image: image306.png]a
Va+vb++e




Покладемо [image: image307.png]Va=x,Vb =y,



 Тоді знаменник є не чим іншим, як елементаpним симетричним многочленом [image: image308.png]


Спробуємо підшукати множник, після множення на який знаменник вдасться виразити через статечні суми s2 і s4. Оскільки ці степеневі суми мають вигляд

[image: image309.png]



[image: image310.png]



знаменник стане раціональним виразом. Для знаходження цього множника використовуємо формули
[image: image311.png]


 [image: image312.png]0,0
+ —40i0,+ 40,
5, = 0f




(За табл. 2.1.). Ми бачимо, що в обох степеневих сумах лише останній доданок (у правій частині) не ділиться на [image: image313.png]


. Але дуже легко скомбінувати ці степеневі суми так, щоб останні доданки, що заважають нам, взаємно знищилися. Для цього суму [image: image314.png]


 піднесемо до квадрату

[image: image315.png]s; = 0f —40i0,+ 403




і віднімемо з цього квадрата подвоєну суму [image: image316.png]


. Ми отримаємо:
[image: image317.png]- —of +40i0, — =0,(40,0, — 0}
0,0, — 03
{0, — 80,0, =0,
+ + 400, — 80y
53 — 28, = —0%



,

Звідки:
[image: image318.png]40,0,-0f
225



)

Згадуючи, що [image: image319.png]x=+a,y=h,z



ми знаходимо (використовуючи вказані вище співвідношення
[image: image320.png]



[image: image321.png]1 _ 4(a+vb+Vo)(ab +ac+be) — (Va+Vb ++/c)* — 8Jabe
Va+Vb+vc (a+b+c)?—2(a? +b? +c?) '





Залишається помножити обидві частини отриманої рівності на q .

Зауваження. Щоб уникнути дещо неприємного (при розкритті дужок в чисельнику) вираження, можна було б спочатку перетворити чисельник в правій частині формули (*). Використовуючи співвідношення

[image: image322.png]s; = 03 — 30,0, + 303,




ми можемо переписати формулу (*) у вигляді

[image: image323.png]oy

010, =83

7
- 2s,

— 503




Звідси ( вважаючи, як і раніше, [image: image324.png]x=+a,y=1b,



 ) отримуємо рішення задачі в зручнішому вигляді:

[image: image325.png]1
T
_ (Va+Vb+Ve)(ab + Vac ++be) — (ava+bVb +cye) - SF

2(ab + ac+ bc) — (a? + b? +c?)





Приклад 2. Звільнитися від ірраціональності в знаменнику виразу
[image: image326.png]Ya+ b+ e




Напишемо вираз степеневої суми s3 :

[image: image327.png]s; = 03 — 30,0, + 303,




В правій частині тільки останній доданок [image: image328.png]


 не ділиться на [image: image329.png]


 . Переносячи його в ліву частину, отримуємо:
[image: image330.png]2
3 =
83 — 303 =07 — 30,0, = 0,(07



,
Звідки:
[image: image331.png]oy
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Поклавши [image: image332.png]x=%a,y=1b,:



 знаходимо:
[image: image333.png]1 _ V@ + ¥p? + ¥c? — Vab — Yac — Ve
Ya+Vb+ic (a+b+c)—3abe





Ми бачимо, таким чином, що якщо знаменник дробу має вигляд [image: image334.png]


 , то після множення чисельника і знаменника на вираз
[image: image335.png]Ya? + /% +¥c2 - Vab - Yac



,
у знаменнику отримаємо вираз

[image: image336.png](a+b+c)—



 
Тепер для звільнення від ірраціональності досить використати формулу:
[image: image337.png]


.

Потрібно помножити чисельник і знаменник на вираз

[image: image338.png](a+b+c)>+3(a+b+c)iabe + 93/ (abe)2.




В результаті отримаємо:
[image: image339.png]m Va2 + 317 + 32— Yab - Yac — Vbe x




[image: image340.png](u+ b+¢)? +3(a+ b+ c)Vabe + 93/(abc)?
(a+Db+c)® —27abc





Розглянуті приклади є окремими випадками наступного завдання. Нехай треба позбавитися від ірраціональності в знаменнику виразу

[image: image341.png]



Іншими словами, ми повинні представити цей вираз у вигляді:
[image: image342.png]e+ Wb+

IS




де A може бути скільки завгодно складним ірраціональним виразом, але знаменник B має бути раціональним. Ясно, що знаменник буде раціональним, якщо в нього самі корені [image: image343.png]YVa,



 не входять, а входять лише їх n-і степені. Іншими словами, позначивши [image: image344.png]Ya=x,Yb=y,’



 ми повинні відшукати тотожність виду:
[image: image345.png]1 _ f&xy2
xX+y+z g(x",y",z





де f і g – деякі многочлени. Ця рівність переписується у вигляді 
[image: image346.png]g(x™y™z") = f(x,



. І так, нам потрібно знайти такий многочлен від трьох змінних, що [image: image347.png]g(x’



 ділиться на [image: image348.png]


 

Як же знайти такий многочлен g? Спробуємо використовувати симетричні многочлени. Простими прикладами симетричних многочленів, залежних тільки від (n – x) степеней змінних x, y, z, можуть служити степеневі суми
[image: image349.png]X"+ y"+zh,





[image: image350.png]


,

[image: image351.png]



Якщо нам вдасться скомбінувати ці степеневі суми так, щоб побудований з них многочлен g, якій би ділився на s1, то наше завдання вирішене. 
Іноді буває важко скомбінувати степеневі суми sn, s2n, s3n, . . ., щоб отриманий з них многочлен, який би ділився б на [image: image352.png]


 В цьому випадку може допомогти наступний прийом. Спробуємо використовувати (для отримання многочлен, що ділиться на) не тільки степеневі суми sn, s2n, s3n, . . ., але також і величину Адже при  [image: image353.png]


 ми маємо [image: image354.png]


 тобто до раціональних виразів sn, s2n, s3n, . . , ми додаємо лише одну ірраціональність [image: image355.png]


. Для звільнення від цієї ірраціональності, що залишилася, можна скористатися способами, вказаними на початку цього пункту.
2.4 Вилучення коренів
Вилучення коренів можна нескладно виконати за допомогою так званого методу послідовних наближень. Додатково з цим методом можна ознайомитись в роботі [3]. Ми опишемо один спосіб побудови послідовних наближень, пов'язаний з симетричними многочленами.

Нехай треба обчислити[image: image356.png]


, де N - деяке додатнє число. У якості «нульових наближень» виберемо довільні додатні числа [image: image357.png]


і додамо до них число
[image: image358.png]


 
Взяті числа володіють тією властивістю, що їхній добуток 
[image: image359.png]



Обчислимо тепер елементарні симметричні многочлени [image: image360.png]


від чисел a [image: image361.png]a®, a?,



,які складають нульове наближення, і в якості першого наближення візьмемо числа
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Добуток усіх чисел першого наближення дорівнює 

[image: image363.png]



тобто так як і раніше дорівнює N. 

Тепер складемо елементарні симетричні многочлени [image: image364.png]


від чисел [image: image365.png]a® o™
a;’,a;’,



 ,які складають перше наближення, і по ним так само знайдемо наступне, друге, наближення:
[image: image366.png]@ _% @ ___2% @ ___3% @ __k%
-z [ == gor [
WY % T h-na B T k-2 % T1o,




Добуток всіх чисел другого наближення знову рівний N. Потім по числах другого наближення складемо третє наближення Можна довести, що при кожна з величин що складає n-те наближення, прямує до [image: image367.png]


.

Приклад 1. При k = 2, тобто при вилученні квадратного кореня ми маємо такі формули:
[image: image368.png]



і взагалі
[image: image369.png]


, [image: image370.png]



Нехай, наприклад, потрібно обчислити [image: image371.png]


Приймемо за [image: image372.png]


число 2. Тоді отримуємо послідовно:

	[image: image373.png]



	[image: image374.png]




	[image: image375.png]
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	[image: image378.png]@)
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Переводячи прості дроби в десяткові, маємо:

[image: image381.png]as =1,73205081.., a3’ = 1,7320508..





тобто третє наближення дає вже сім вірних знаків після коми! (Легко побачити, що одне з чисел [image: image382.png]


,[image: image383.png]


 дає наближення числа [image: image384.png]


з надлишком, а інше — з недостачею, бо їх добуток дорівнює N.) 

Приклад 2. При k = 3, тобто при вилученні кубічного кореня, формули будуть наступними:
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[image: image387.png](n)ugn) 4 ugn)u;n) 4 u;_n)u;n)

ugn) +a® + u;")




[image: image388.png]1)
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і взагалі

[image: image389.png]W&~ a7 4+l 4l
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Нехай, наприклад, потрібно обчислити [image: image392.png]


. Покладемо[image: image393.png]


. Тоді отримуємо послідовно:
[image: image394.png]


, [image: image395.png]
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[image: image397.png]


 , [image: image398.png]1) _ 1-1+41-
a +1-2+
11+



 [image: image399.png]@) _
a;’ =




[image: image400.png]



[image: image401.png]0 <]

ol +
[ 1<
wien| +




[image: image402.png]oM 360
3 227 286 286

180 " 227




Переводячи звичайні дроби в десяткові, маємо:
[image: image403.png]a® =1,261



 [image: image404.png]a$) =1,259



 [image: image405.png]af) =1,258




Наступне наближення починається з числа

[image: image406.png](2) (2)

+a;
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Якщо обчислити [image: image407.png]


 і [image: image408.png]


, то ми переконаємося, що п'ять знаків тут правильні.
ВИСНОВКИ

Дана курсова робота присвячена симетрії в алгебрі, зокрема, застосуванню симетричних многочленів. В даній роботі було розглянуто: загальні поняття про симетричні многочлени, їх основні властивості, основна теорема теорії симетричних многочленів та застосування симетричних многочленів до розв’язуванні рівнянь, систем рівнянь, вилучення коренів, доведення тотожностей, звільнення від ірраціональності у дробах тощо.
У курсовій роботі було розглянуто способи розв’язувань систем рівнянь і приклади їх розв’язання; було виражено степеневі суми [image: image409.png]5 =xF 4



 через [image: image410.png]


 при умові [image: image411.png]


 (результати наведені в таблиці 2.2), введено означення орбіт O(xkyl), виражено орбіти O(xkyl) через (результати наведені в таблиці 2.2); були розглянуті випадки, коли для звільнення від ірраціональностей необхідно застосовувати симетричні многочлени; було розглянуто спосіб побудови послідовних наближень, пов'язаний з симетричними многочленами. Кожен параграф проілюстровано прикладами.
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Болтянский В. Г., Виленкин Н. Я. Симметрия в алгебре. – М.: МЦНМО, 2002.-240 с.

2. Вейл Г. ,Симметрия.-М.: Наука, 1968.-192 с.

3. Віленкін Н. Я., Метод послідовних наближень. - М.: Физматгіз. - 1961.-203с.
4. Винберг Э. Б. Симметрия многочленов. – М.: МЦНМО, 2001.-24 с.

5. Завало С.Т. та ін. Алгебра і теорія чисел: Практикум. Частина 2. - К.: Вища шк., 1986. - 264с.

6. Кудряшов Н. А. Симетрия алгебраических и дифференциальных уравнений. Соросовский образовательный журнал, №9, 1998, с. 104-110.

1

