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Введение
Понятие «интеграл» непосредственно связано с интегральным исчислением − разделом математики, занимающимся изучением интегралов, их свойств и методов вычисления. Вместе с дифференциальным исчислением интегральное исчисление составляет основу математического анализа.

Так как целью моей прошлой курсовой работы являлось изучение некоторых аспектов темы, таких как интегрирование и дифференцирование интегралов, зависящих от параметра.

Цель данной курсовой работы является изучение новых аспектов по теме «интегралы, зависящие от параметров» и накопление материалов для следующих работ по данной тематике.

В данной курсовой работе я рассмотрел интегралы Коши по кривой [image: image1.wmf]g

 и интегралы Коши по плоскости [image: image2.wmf]G

, также была рассмотрена аналитическая функция, аналитическая зависимость от параметра.
Для достижения цели необходимо решить следующие задачи:

· Найти и изучить литературу по данной теме

· Накопить и систематизировать полученную информацию по теме

· Изучить основные понятия.

Объектом исследования являются различные виды интегралов зависящих от параметра в курсе ВУЗов.

В работе использованы следующие методы исследования:

1. Анализ научной литературы по теме «интегралы, зависящие от параметров»

2. Синтез полученных знаний

3. Обобщение полученных знаний

Работа насчитывает 26 страницы, состоит из введения, четырех глав, заключения, библиографического списка используемой литературы и содержащего 10 наименований, вспомогательные указатели, а также содержит 2 иллюстрации.

1. Регулярность интегралов, зависящих от параметра
Рассмотрим интеграл
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Теорема 1. [7, c. 111] Пусть выполнены условия:

1) [image: image4.wmf]g

 - конечная кусочно-гладкая кривая;

2) функция [image: image5.wmf])

,
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 непрерывна по [image: image6.wmf])

,
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 при [image: image7.wmf]D

z

Î

Î

,

g

z

, где [image: image8.wmf]D

 - область в комплексной плоскости;
3) при каждом фиксированном [image: image9.wmf]g
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 функция [image: image10.wmf])
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 регулярна по [image: image11.wmf]z

 в области [image: image12.wmf]D

.

Тогда интеграл (1) есть регулярная в области [image: image13.wmf]D

функция.
Доказательство. В силу условий 1, 2 функция [image: image14.wmf])
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F

 непрерывна в области [image: image15.wmf]D

. Возьмем произвольную точку [image: image16.wmf]D

a

Î

 и построим круг [image: image17.wmf]K

, который содержит точку [image: image18.wmf]a

 и лежит внутри [image: image19.wmf]D

. Применим теорему Морера. Пусть [image: image20.wmf]g

¢

 - замкнутая кривая, лежащая в круге [image: image21.wmf]K

. Тогда
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так как порядок интегрирования можно переставить, а интеграл по [image: image23.wmf]g
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 равен нулю (интегральная теорема Коши). По теореме Морера функция [image: image24.wmf])
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 регулярна в круге [image: image25.wmf]K

; следовательно, [image: image26.wmf])
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 регулярна в области [image: image27.wmf]D

.

Следствие 1. Пусть [image: image28.wmf]g

 - неограниченная кусочно-гладкая кривая, пусть выполнены условия 2, 3 и следующее условие:

4) интеграл (1) сходится равномерно по [image: image29.wmf]D
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, где [image: image30.wmf]D
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 - любая замкнутая подобласть области [image: image31.wmf]D

.

Тогда функция [image: image32.wmf])
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 регулярна в области [image: image33.wmf]D

.

Следствие 2. Пусть условия 1, 3 выполнены, но функция [image: image34.wmf])
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 может имеет особенности в концах кривой [image: image35.wmf]g

. Если функция [image: image36.wmf])
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 не принадлежит концам [image: image40.wmf]g

 и выполнено условие 4, то функция [image: image41.wmf])
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 регулярна в области [image: image42.wmf]D

.

Доказательство следствий 1 и 2 проводится точно также, как и в теореме 1; интегралы в (2) можно переставлять в силу равномерной сходимости интеграла (1).
Теорема 2. [7, c.112] Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда
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Доказательство. Пусть [image: image44.wmf]K

 - круг [image: image45.wmf]r
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, лежащий в области [image: image46.wmf]D

 и [image: image47.wmf]g
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 - его граница. Тогда при [image: image48.wmf]r
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Перестановка порядка интегрирования возможна в силу непрерывности подынтегральной функции и конечности кривых [image: image50.wmf]g

g

¢

,

.

Замечание. Теорема 2 остается в силе, если выполнены условия следствия 1 или 2, и интеграл (3) сходится равномерно по [image: image51.wmf]D
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, где [image: image52.wmf]D
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 - любая замкнутая подобласть области [image: image53.wmf]D

.
Аналитические свойства интегральных преобразований.

Наиболее употребляемыми в математической физике интегральными преобразованиями являются преобразования Лапласа, Фурье и Меллинга.

Пусть функция [image: image54.wmf])
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 определена на полуоси [image: image55.wmf]0
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. Ее преобразованием Лапласа называется функция
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Теорема 3. [7, c.113] Пусть функция [image: image57.wmf])
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Тогда ее преобразование Лапласа [image: image60.wmf])
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 есть функция, регулярная в полуплоскости [image: image61.wmf]a
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Доказательство. Воспользуемся следствием 1 из теоремы 1. Условия 2, 3 теоремы 1 выполнены. Пусть [image: image62.wmf]0
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 при [image: image66.wmf]d
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Преобразованием Фурье функции [image: image71.wmf])
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 определенной на действительной оси, называется функция
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Теорема 4. [7, c.113] Пусть функция [image: image73.wmf])
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где [image: image76.wmf]0
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. Тогда ее преобразование Фурье [image: image77.wmf])
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Доказательство. Разобьем интеграл (6) на два интеграла:
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В силу условия (7) и теоремы 3 функция [image: image80.wmf])
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В частности, если функция [image: image84.wmf])
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, то ее преобразование Фурье является целой функцией. Это следует из теоремы 1, поскольку в этом случае
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Преобразованием Меллина функции [image: image89.wmf])
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Теорема 5. [7, c.114] Пусть функция [image: image93.wmf])
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где [image: image96.wmf]b
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. Тогда ее преобразование Меллина является функцией, регулярной в полосе [image: image97.wmf]b
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Доказательство. Разобьем интеграл (8) на два интеграла
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Преобразования Фурье и Меллина связаны следующим соотношением:
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(мы предполагаем, что все интегралы сходятся). Последний интеграл совпадает с правой частью формулы (10).

В частности, с помощью соотношения (10) можно вывести теорему 5 из теоремы 4.
2. Интеграл коши на кривой
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-

=

g

z

z

z

p

d

z

f

i

z

F

)

(

2

1

)

(

(11)

Интеграл называется интегралом типа Коши. Исследуем его аналитические свойства в предположении, что функция [image: image124.wmf])
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 непрерывна на кривой [image: image125.wmf]g

.
1. Пусть [image: image126.wmf]g

 - конечная кривая. Тогда дополнение к [image: image127.wmf]g

 состоит из конечного или бесконечного числа областей. В каждой из этих областей интеграл типа Коши является регулярной функцией в силу теоремы 1. Однако эти регулярные функции, вообще говоря, различны, т.е. не являются аналитическими продолжениями друг друга. Например,
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Покажем, что функция, представленная интегралом (11) регулярна в бесконечно удаленной точке. Делая замену [image: image129.wmf]1
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Так как [image: image132.wmf]g

 - конечная кривая, то знаменатель [image: image133.wmf]0
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2. Пусть [image: image137.wmf]g

 - бесконечная кривая. Ограничимся, для простоты случаем, когда [image: image138.wmf]g

 - вещественная ось; тогда
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Пусть функция [image: image140.wmf])
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Покажем, что тогда формула (12) определяет две функции [image: image142.wmf])
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 соответственно. Воспользуемся следствием 1. Рассмотрим случай [image: image145.wmf]0
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Поскольку интеграл [image: image156.wmf]ò
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 сходится равномерно по [image: image158.wmf]П
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. В силу следствия 1 функция [image: image159.wmf])
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 можно выбрать сколь угодно большим, а [image: image162.wmf]0
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 - сколь угодно малым, то интеграл (12) представляет функцию [image: image163.wmf])
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, регулярную в верхней полуплоскости. Аналогично доказывается, что интеграл (12) представляет функцию [image: image164.wmf])
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, регулярную в нижней полуплоскости.
Пример 1. [7, c.119] Пусть функция [image: image165.wmf])
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. Тогда интеграл типа Коши представляет функцию, регулярную в плоскости с разрезом по полуоси [image: image168.wmf])
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3. Если функция [image: image169.wmf])
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 регулярная на контуре интегрирования [image: image170.wmf]g

, то интеграл типа Коши допускает аналитическое продолжение через точки контура. Прием, который при этом используется, заключается в том, что мы сдвигаем контур интегрирования.
Пример 2. [7, c.119] Пусть
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Функция [image: image172.wmf])
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 регулярна в круге [image: image173.wmf]2
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. Покажем, что функцию [image: image174.wmf])
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 можно аналитически продолжить на всю комплексную плоскость [image: image175.wmf]z
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Функция [image: image178.wmf])
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тем самым наше утверждение будет доказано. Подынтегральная функция [image: image181.wmf]1
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Следовательно, в силу интегральной теоремы Коши интегралы по окружностям [image: image186.wmf]2
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 и [image: image187.wmf]R
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 что и требовалось доказать.

Этот пример допускает следующее обобщение. Рассмотрим интеграл [image: image190.wmf])
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 типа коши (11), где [image: image191.wmf]g

 - простая замкнутая кривая. Тогда этот интеграл определяет функцию, регулярную в области [image: image192.wmf]0

D

, лежащей внутри [image: image193.wmf]g

.
Пусть функция [image: image194.wmf])
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 регулярна в замкнутой области [image: image195.wmf]D

, ограниченной кривыми [image: image196.wmf]g
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 и [image: image197.wmf]g

, где [image: image198.wmf]g
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 - простая замкнутая кривая, и [image: image199.wmf]g

 лежит внутри [image: image200.wmf]g
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. Тогда формула
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дает аналитическое продолжение функции [image: image202.wmf])
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 в область [image: image203.wmf]D
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, лежащую внутри [image: image204.wmf]g
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. Действительно, функция [image: image205.wmf]z
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, так что в силу интегральной теоремы Коши
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Интеграл в левой части этой формулы задает функцию, регулярную в [image: image209.wmf]D
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, а интеграл в правой части равен [image: image210.wmf])
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. Следовательно, [image: image211.wmf])
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 [image: image212.wmf]0

D

z

Î

, и наше утверждение доказано.
Аналогичный метод применим к интегралам вида (12).

Теорема 6. [7, c.120] Пусть функция [image: image213.wmf])
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Тогда интеграл (2) допускает аналитическое продолжение в полуплоскость [image: image216.wmf]a
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 и это продолжение [image: image217.wmf])
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3. Интеграл коши на области
3.1 Аналитическая зависимость от параметра

Аналитическая зависимость от параметра. Рассматривая интеграл Коши, мы видим, что подынтегральная функция зависит от двух комплексных переменных: переменной интегрирования [image: image219.wmf]z

и фиксированного значения переменной [image: image220.wmf]0

z

. Тем самым интеграл Коши является интегралом, зависящим от параметра[image: image221.wmf]0

z

. Естественно поставить вопрос об общих свойствах интегралов по комплексной переменной, зависящих от параметра.

Пусть задана функция двух комплексных переменных [image: image222.wmf])
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, однозначно определенная для значений комплексной переменной [image: image223.wmf]iy
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 из области [image: image224.wmf]G

 и для значения комплексной переменной [image: image225.wmf]h
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, принадлежащих некоторой кусочно-гладкой кривой С. Взаимное расположение области [image: image226.wmf]G

 и кривой [image: image227.wmf]C

может быть совершенно произвольно. Пусть функция двух комплексных переменных [image: image228.wmf])
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 удовлетворяют следующим условиям:

a) Функция [image: image229.wmf])
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 при любом значении [image: image230.wmf]С
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z

 является аналитической функцией [image: image231.wmf]z

 в области [image: image232.wmf]G

.

b) Функция [image: image233.wmf])
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 и ее производная [image: image234.wmf](
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 являются непрерывными функциями по совокупности переменных [image: image235.wmf]z

,
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 при произвольном изменении [image: image236.wmf]z

 в области [image: image237.wmf]G

 и [image: image238.wmf]z

 на кривой [image: image239.wmf]C

;

Условие ([image: image240.wmf]b

) означает, что действительная и мнимая части функции [image: image241.wmf](
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 непрерывны по совокупности переменных [image: image242.wmf]h
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Очевидно, что при сделанных предположениях интеграл от функции [image: image243.wmf])
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 по кривой [image: image244.wmf]C

 существует при любом [image: image245.wmf]G
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 и является функцией комплексной переменной [image: image246.wmf]:
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Естественно поставить вопрос о свойствах функции [image: image248.wmf])
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. Оказывается, что при сделанных предположениях относительно функции [image: image249.wmf])
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 функция [image: image250.wmf])
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 является аналитической функцией комплексной переменной [image: image251.wmf]z

 в области [image: image252.wmf]G

, причем производную функции [image: image253.wmf])
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 можно вычислять при помощи дифференцирования под знаком интеграла.

Для того чтобы доказать это утверждение, рассмотрим криволинейный интеграл
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Так как, по предположению, функции [image: image255.wmf]u

 и [image: image256.wmf]v

 обладают частными производными по [image: image257.wmf]x

 и [image: image258.wmf]y

, непрерывными по совокупности переменных, то частные производные функции [image: image259.wmf])
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 по переменным [image: image260.wmf]x

, [image: image261.wmf]y

 существуют и их можно вычислить при помощи дифференцирования под знаком интеграла (14):
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Сами функции [image: image264.wmf]x
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 и [image: image265.wmf]y
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 являются непрерывными функциями переменных [image: image266.wmf]x

, [image: image267.wmf]y

 в области [image: image268.wmf]G

 . На основании аналогичных свойств функции [image: image269.wmf])
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 и используя условия Коши-Римана для функции [image: image270.wmf])
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Таким образом, для [image: image272.wmf])
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 выполнены условия Коши-Римана (частные производные функции [image: image273.wmf])
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 и [image: image274.wmf])
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непрерывны и связаны соотношениями (15)), что и доказывает аналитичность [image: image275.wmf])
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 в области [image: image276.wmf]G

.

Заметим, что
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Отсюда следует возможность вычисления производной от интеграла путем дифференцирования подынтегральной функции по параметру. При этом, если [image: image278.wmf]z
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 удовлетворяет тем же условиям ([image: image279.wmf]a

) и ([image: image280.wmf]b

), что и [image: image281.wmf])
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, то [image: image282.wmf])
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 также является аналитической функцией в области [image: image283.wmf]G

.

3.2 Существование производных всех порядков у аналитической функции

Рассмотренное свойство интегралов, зависящих от параметра, позволяет установить важные характеристики аналитических функций. Как мы видели, значение функции [image: image284.wmf])
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, аналитической в некоторой области [image: image285.wmf]G

, ограниченной контуром [image: image286.wmf]Г

, и непрерывной в замкнутой области [image: image287.wmf]G

, во внутренних точках этой области моет быть выражено через граничные значения с помощью интеграла Коши:
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Рассмотрим в области [image: image289.wmf]G

 некоторую замкнутую подобласть [image: image290.wmf]G

, расстояние всех точек которой от границы [image: image291.wmf]Г

 области [image: image292.wmf]G

 больше некоторого положительного числа [image: image293.wmf])
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является аналитической функцией [image: image295.wmf]z

 в области [image: image296.wmf]G
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 причем ее частная производная [image: image297.wmf]2
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 в этой области является непрерывной функцией своих аргументов. Тем самым в силу общих свойств интегралов, зависящих от параметра, во внутренних точках области [image: image298.wmf]G
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 производная [image: image299.wmf])
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 может быть представлена в виде
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Интеграл (18) является интегралом, зависящим от параметра, причем его подынтегральная функция обладает теми же свойствами, что и подынтегральная функция интеграла (17). Следовательно, [image: image301.wmf])
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 является аналитической функцией [image: image302.wmf]z

 в области [image: image303.wmf]G

 причем для ее производной справедлива формула
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Так как для любой внутренней точки [image: image305.wmf]z

 области [image: image306.wmf]G

 может быть построена соответствующая замкнутая подобласть [image: image307.wmf]G

 то формулы (18) и (19) справедливы в любой точке [image: image308.wmf]z

. Имеет место и более общая теорема.

Теорема 7. [6, c.58] Пусть функция [image: image309.wmf])
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f

 является аналитической в области [image: image310.wmf]G

 и непрерывной в замкнутой области [image: image311.wmf]G

. Тогда во внутренних точках области [image: image312.wmf]G

 существует производная любого порядка функции [image: image313.wmf])
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f

, причем для нее имеет место формула
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Для доказательства этой теоремы достаточно повторить предыдущие рассуждения соответствующее число раз. Итак, если функция [image: image315.wmf])

(

z

f

является аналитической функцией в области [image: image316.wmf]G

¢

, то в этой области функция [image: image317.wmf])
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z

f

 обладает непрерывными производными всех порядков. Это свойство аналитической функции комплексной переменной существенным образом отличает ее от функции действительной переменной, имеющей непрерывную первую производную в некоторой области. В последнем случае из существования первой производной, вообще говоря, не следует существование высших производных.

Рассмотрим ряд важных следствий установленного свойства аналитической функции комплексной переменной.

Теорема 8(Морера). [6, c.59] Пусть функция [image: image318.wmf])
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 является непрерывной в односвязной области [image: image319.wmf]G

 и интеграл от [image: image320.wmf])
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 по любому замкнутому контуру, целиком принадлежащему [image: image321.wmf]G

, равен нулю. Тогда [image: image322.wmf])
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 является аналитической функцией в области [image: image323.wmf]G

.

Доказательство. Было доказано, что при условиях теоремы функция
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где [image: image325.wmf]0
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, [image: image326.wmf]z

 - произвольные точки области [image: image327.wmf]G

, а интеграл берется по любому пути, соединяющему эти точки в области [image: image328.wmf]G

, является аналитической в этой области функцией, причем [image: image329.wmf])
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. Но, как только что было установлено, производная аналитической функции также является аналитической функцией, т. е. существует непрерывная производная функции [image: image330.wmf])
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, а именно функция [image: image331.wmf])
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, что и доказывает теорему.

Отметим, что теорема 1.10 является в определенном смысле обратной по отношению к теореме Коши. Ее легко обобщить и на многосвязные области.

Теорема 9(Лиувилля). [6, c.59] Пусть на всей комплексной плоскости функция [image: image332.wmf])
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 является аналитической, а ее модуль равномерно ограничен. Тогда эта функция [image: image333.wmf])
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 тождественно равна постоянной.

Доказательство. Запишем значение производной [image: image334.wmf])
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 в произвольной точке [image: image335.wmf][image: image336.wmf]z

 по формуле (18):
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причем будем вести по окружности некоторого радиуса [image: image338.wmf]R

 с центром в точке [image: image339.wmf]z

. т.е. [image: image340.wmf]R
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. По условию теоремы существует такая константа [image: image341.wmf]M

, что [image: image342.wmf]M
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 независимо от [image: image343.wmf]R

. Поэтому
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Так как радиус [image: image345.wmf]R

 можно выбрать сколь угодно большим, а [image: image346.wmf])
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 не зависит от [image: image347.wmf]R

, то [image: image348.wmf]0
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. В силу произвольности выбора точки [image: image349.wmf]z
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 на всей комплексной плоскости. Отсюда следует, что [image: image351.wmf]const
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3.3 Вывод формулы Коши

Пусть функция [image: image352.wmf])

(

z

f

 является аналитической в односвязной области [image: image353.wmf]G

, ограниченной контуром [image: image354.wmf]C

. Возьмем произвольную внутреннюю точку [image: image355.wmf]0

z

 и построим замкнутый контур [image: image356.wmf]Г

, целиком лежащий в [image: image357.wmf]G

 и содержащий точку [image: image358.wmf]0

z

 внутри себя. Рассмотрим вспомогательную функцию
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Функция [image: image360.wmf])
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, очевидно, является аналитической функцией всюду в области [image: image361.wmf]G

, за исключением точки [image: image362.wmf]0

z

. Поэтому, если мы в области [image: image363.wmf]G

 возьмем такой замкнутый контур [image: image364.wmf]g

, лежащий внутри [image: image365.wmf]Г

, чтобы точка [image: image366.wmf]0
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 попала внутрь области, ограниченной контуром [image: image367.wmf]g

, то функция [image: image368.wmf])
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 будет аналитической в двухсвязной области [image: image369.wmf]*

G

, заключенной между контурами [image: image370.wmf]Г

 и [image: image371.wmf]g

. Согласно теореме Коши интеграл от функции [image: image372.wmf])
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 равен нулю:
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Изменив направление интегрирования во втором интеграле, это равенство можно переписать в виде
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Поскольку интеграл, стоящий слева, не зависит от выбора контура [image: image376.wmf]g

 то этим свойством обладает и интеграл, стоящий справа. Для дальнейших рассмотрений удобно в качестве контура интегрирования [image: image377.wmf]g

 выбрать окружность [image: image378.wmf]r

g

некоторого радиуса [image: image379.wmf]r

 с центром в точке [image: image380.wmf]0
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 (Рис. 1). Положив [image: image381.wmf]j
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Последний интеграл преобразуем следующим образом:
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Устремим теперь [image: image384.wmf]r

 к нулю. Так как [image: image385.wmf])
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 - аналитическая, а следовательно, непрерывная функция в области [image: image386.wmf]G

, то для любого положительного числа [image: image387.wmf]e

 можно указать такое значение [image: image388.wmf]r
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 существует предел
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Так как в формуле (23) последнее слагаемое не зависит от [image: image393.wmf]r

 то 
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 и согласно (22)

[image: image396.wmf]ò

-

=

Г

d

z

f

i

z

f

z

z

z

p

0

0

)

(

2

1

)

(

(24)

Интеграл, стоящий в правой части, выражает значение аналитической функции [image: image397.wmf])
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f

 в некоторой точке [image: image398.wmf]0

z

 через ее значения на любом контуре [image: image399.wmf]Г

, лежащем в области аналитичности функции [image: image400.wmf])
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f

 и содержащем точку [image: image401.wmf]0

z

 внутри. Этот интеграл и называется интегралом Коши. Формула (24) часто называется формулой Коши.

Замечание 1. В формуле (24) интегрирование производится по замкнутому контуру [image: image402.wmf]Г

, целиком лежащему в области аналитичности функции [image: image403.wmf])
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z
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 и содержащему внутри точку [image: image404.wmf]0

z

. При дополнительном условии непрерывности [image: image405.wmf])
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f

 в замкнутой области [image: image406.wmf]G

 аналогичная формула имеет место в силу теоремы 6 (стр. 56) и при интегрировании по границе [image: image407.wmf]С

 области [image: image408.wmf]G

.

Замечание 2. Проведенные рассмотрения остаются справедливыми и в случае многосвязной области [image: image409.wmf]G

. При этом для вывода основной формулы (24) следует рассматривать такой замкнутый контур [image: image410.wmf]Г

, который может быть стянут к точке [image: image411.wmf]0

z

, все время оставаясь в области [image: image412.wmf]G

. Тогда легко показать, что при условии непрерывности функции [image: image413.wmf])
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 в замкнутой области [image: image414.wmf]G

 с кусочно-гладкой границей формула (24) остается справедливой при интегрировании в положительном направлении по полной границе [image: image415.wmf]C

 данной многосвязной области.

3.2 Следствия из формулы Коши

Сделаем ряд замечаний по поводу формулы (24).

1. Интеграл вида [image: image416.wmf]ò
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 по замкнутому контуру [image: image417.wmf]Г

 целиком лежащему в области [image: image418.wmf]G

 аналитичности функции [image: image419.wmf])
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, имеет смысл для любого положения точки [image: image420.wmf]0

z

 на комплексной плоскости при условии, что эта точка не лежит на контуре [image: image421.wmf]Г

. При этом, если точка [image: image422.wmf]0

z

 лежит внутри [image: image423.wmf]Г

, то значение интеграла равно [image: image424.wmf])
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; если точка [image: image425.wmf]0
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 лежит вне [image: image426.wmf]Г

, значение интеграла равно нулю, поскольку в этом случае подынтегральная функция является аналитической всюду внутри [image: image427.wmf]Г

. Итак,
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При [image: image429.wmf]Г
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в обычном смысле не существует, однако при дополнительных требованиях на поведение функции [image: image431.wmf])
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 на контуре [image: image432.wmf]Г

 этому интегралу может быть придан определенный смысл. Так, если функция [image: image433.wmf])
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 удовлетворяет на контуре [image: image434.wmf]Г

 условию Гёльдера*
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то существует главное значение по Коши интеграла [image: image436.wmf])
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где [image: image438.wmf]e

Г

 представляет собой часть контура [image: image439.wmf]Г

, лежащего вне круга [image: image440.wmf]e
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2. Пусть [image: image442.wmf])
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 - аналитическая функция в односвязной области [image: image443.wmf]G

 и [image: image444.wmf]0

z

 - некоторая внутренняя точка этой области. Опишем из этой точки как из центра окружность радиуса [image: image445.wmf]0

R

, целиком лежащую в области [image: image446.wmf]G

. Тогда по формуле Коши получим
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Но на окружности [image: image448.wmf]0
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Или
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Эта формула носит название формулы среднего значения и выражает значение аналитической функции в центре окружности как среднее из ее граничных значений.

3. Принцип максимума модуля аналитической функции. Пусть функция [image: image452.wmf])

(

z

f

 является аналитической в области [image: image453.wmf]G

 и непрерывной в замкнутой области [image: image454.wmf]G
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 достигаются только на границе области.

Действительная функция двух действительных переменных
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по условию является непрерывной в замкнутой области. Поэтому она достигает своего максимального значения [image: image458.wmf]M

 в какой-либо точке [image: image459.wmf])
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Предположим, что точка [image: image462.wmf]0

z

- внутренняя точка области [image: image463.wmf]G

. Построим в области [image: image464.wmf]G

 круг [image: image465.wmf]0

K

 некоторого радиуса [image: image466.wmf]R

 с центром в точке [image: image467.wmf]0

z

 и запишем формулу среднего значения для [image: image468.wmf]0
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 и [image: image469.wmf]R

.

Учитывая формулу (28), получим
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Следовательно,
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Из этого соотношения в силу непрерывности функции [image: image472.wmf])
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 на контуре интегрирования и неравенства (28) следует, что
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что противоречит (29). Итак, соотношение (30) действительно имеет место. Это означает, что на окружности радиуса [image: image486.wmf]R
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Таким образом, если функция [image: image519.wmf])

(

z

f

 не является постоянной величиной в области [image: image520.wmf]G

, то она не может достигать своего максимального значения во внутренних точках [image: image521.wmf]G
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Заключение
Данная работа посвящена теме «Теория и решение интегралов зависящих от параметра».

В ходе работы были выполнены следующие задачи

1. Была подобрана и изучена литература по теме «интегралы, зависящие от параметров»;
2. были изучены интегралы Коши;
3. была рассмотрена аналитическая функция.

В дипломной работе будет обобщен весь теоретический материал собранный и изученный ранее.
интеграл кривая преобразование формула
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